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Наведено результати дослідження впливу високодемпфуючих покриттів Co–Ni і Co–Fe на резонансні коливан-
ня системи «титанова пластина–покриття». Встановлено, що при амплітудах резонансних коливань системи, 
більших за деяку критичну величину, залежність характеристик коливань від параметрів зовнішнього збуджен-
ня стає нелінійною. Величина критичної амплітуди коливання, при якій спостерігається зміна характеристик 
коливань від псевдолінійних до нелінійних, залежить від нахилу амплітудної залежності демпфуючої здатності 
системи: чим крутіша амплітудна залежність демпфуючої здатності, тим менша критична величина амплітуди, 
за якої відбувається перехід системи до нелінійних коливань. Нелінійність коливань проявляється як у стриб-
коподібній зміні амплітуди при незначній зміні частоти вимушених коливань, так і у виникненні гістерезису на 
амплітудно-частотних залежностях. Перехід системи в стан нелінійних коливань може впливати на ефектив-
ність пригнічення у ній резонансних коливань із великою амплітудою. Бібліогр. 19, табл. 2, рис. 10.
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Вступ. Демпфуючі покриття розглядають як ефек-
тивний спосіб зниження амплітуди резонансних 
коливань, які можуть виникати в механічних си-
стемах під дією вібрацій, частота яких збігається з 
резонансною частотою її окремих елементів [1–3]. 
З цією метою були розроблені демпфуючі покрит-
тя на основі різних матеріалів та методи їх осад-
ження на поверхню деталей, що піддаються зна-
козмінним деформаціям під дією вібрацій [4–9].

Композиційна структура системи «пластина–
покриття» забезпечує елементу конструкції по-
єднання високої міцності, за рахунок механічних 
властивостей матеріалу, з якого він виготовлений, 
та високого рівня демпфування за рахунок покрит-
тя. Оскільки демпфуючі властивості елемента 
конструкції системи проявляють себе, головним 
чином, при виникненні резонансних коливань, то 
для прогнозування ефективності впливу покриття 
на характеристики резонансних коливань важливо 
з’ясувати їх амплітудно-частотні характеристики.

Відповідно до теорії лінійних коливань меха-
нічної системи частота її резонансних коливань та 
амплітуда однозначно визначаються величиною 
логарифмічного декременту δ (ЛД) коливання або 
коефіцієнтом енергетичних втрат системи [10]. 
Однак, якщо поведінка механічної системи опи-
сується нелінійним рівнянням руху, то характери-
стики її резонансних коливань (частота резонансу 
і його амплітуда) якісно змінюються, що усклад-
нює їх зв’язок з частотою та амплітудою збуджу-
ючих коливань (вібрацій) [10]. У випадку простих 
механічних систем, таких як пружинний маятник, 
нелінійна поведінка якого зумовлена нелінійною 

залежністю жорсткості пружини від амплітуди 
коливання, були отримані рівняння руху, що доз-
воляють прогнозувати амплітуду коливання та 
частоту резонансу в залежності від амплітуди та 
частоти збуджуючих зовнішніх сил.

Проте теоретичні співвідношення, що встанов-
люють взаємозв’язок між характеристиками амп-
літудної залежності демпфуючої здатності (ДЗ) 
системи та її поведінкою поблизу резонансу, при 
нелінійних коливаннях відсутні. Тому для прогно-
зування резонансної поведінки системи та умов 
виникнення таких коливань застосовують ефектив-
ний коефіцієнт в’язкого тертя [11], який дозволяє 
використовувати рівняння для лінійних коливань з 
в’язким тертям для опису поведінки систем побли-
зу резонансу. Разом з тим, межі застосування моде-
лі лінійних коливань маятника з в’язким тертям для 
прогнозування нелінійної поведінки системи при 
резонансних коливаннях в залежності як від рівня 
ДЗ системи, так і від амплітуди її коливання вима-
гають уточнення шляхом проведення експеримен-
тальних досліджень таких систем [12].

Загалом залежність рівня ДЗ системи від амп-
літуди її коливання може мати різний вигляд: мо-
нотонно збільшуватися зі зростанням амплітуди 
або змінюватися немонотонно. Враховуючи, що 
високодемпфуючі покриття розглядають як ефек-
тивний метод пригнічення резонансних коливань 
в елементах складних механічних систем, таких 
як титанові лопатки компресора газотурбінного 
двигуна, вивчення впливу покриття на їх амплітуд-
но-частотну поведінку представляє практичний 
інтерес з точки зору вибору матеріалу для покрит-
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тя та оцінки його впливу на динамічну поведінку 
системи в умовах вібраційних навантажень.

Сплави Co–Ni і Co–Fe з магніто-механічним 
механізмом демпфування (ММД) відносяться до 
високодемпфуючих матеріалів з різним видом 
амплітудних залежностей ДЗ: для сплаву Co–Ni 
характерна монотонно зростаюча амплітудна за-
лежність рівня демпфування, а у разі сплаву Co–
Fe амплітудна залежність ДЗ описується кривою 
з максимумом. З урахуванням цього сплави Co–Ni 
і Co–Fe були використані як покриття на титанові 
пластини для моделювання амплітудно-частотних 
характеристик вимушених коливань системи з 
різним рівнем та амплітудною залежністю ДЗ. У 
результаті проведеної роботи показано, що амп-
літудно-частотні залежності системи з покриттям 
Co–Fe при підвищенні амплітуди вимушених ко-
ливань зазнають якісних змін від коливань зі слаб-
кою нелінійністю (псевдолінійні коливання) до 
сильно нелінійних коливань.

Методика експерименту. Покриття зі спла-
вів Co–35 мас. % Ni і Co–26 мас. % Fe осаджу-
вали на титанові пластини трапецієподібної фор-
ми (рис.  1,  а) методом електронно-променевого 
осадження у вакуумі. Детальний опис методики 
осадження покриттів представлено в [5]. Спла-
ви Co–35 % Ni і Co–26 % Fe були обрані в якості 
покриттів, виходячи з того, що вони характеризу-
ються високим рівнем демпфування, що обумов-
лено їх феромагнітним упорядкуванням, завдяки 
якому в них реалізується механізм ММД [13].

На рис. 1, а представлено схему пластини з по-
криттям для дослідження характеристик ДЗ систе-
ми «пластина–покриття». Характеристики зразків 
для дослідження представлені у табл. 1.

Механічну поведінку консольно закріплених 
титанових пластин при знакозмінному наванта-
женні досліджували за допомогою механо-дина-
мічного аналізатора МДА-2. На рис. 1, б представ-
лено схему вимірювання механічної поведінки 
титанової пластини за допомогою МДА-2. Вид-
но, що один кінець пластини 2 закріплювали не-
рухомо в лещатах 1, а на вільному кінці кріпили 
постійні магніти 5, які розміщували між електро-
магнітними котушками 4. Коливання в титановій 
пластині ініціювали шляхом подачі знакозмінного 
струму в котушки. При взаємодії постійних маг-
нітів, закріплених на вільному кінці пластини, з 
магнітним полем котушок пластина відхилялася 
від рівноважного положення. Програмне забезпе-
чення МДА-2 дозволяло здійснювати вимірюван-
ня характеристик амплітудно-частотних залеж-
ностей вимушених коливань (резонансні криві) і 
вільно згасаючих коливань зразків для визначення 
ЛД. Детальний опис установки МДА-2 та її функ-
ціональні можливості представлені в [14].

Результати експериментів. На рис. 2 пред-
ставлені амплітудні залежності ЛД титанових 
пластин без покриття та з покриттями Co–Ni і Co–
Fe. Видно, що ЛД титанової пластини практично 
лінійно зростає зі збільшенням амплітуди коли-
вання. У випадку титанових пластин з покриття-

Таблиця 1. Характеристики зразків для дослідження

Зразок Товщина пластини (мм)/ 
покриття (мкм)

Хімічний склад пластини/
покриття, мас. %

Температура осадження 
покриття, °С

Пластина без покриття 1,8 Ti–6Al–4V –
Пластина з покриттям Co–Ni 1,8/120 Ti–6Al–4V/Co–35Ni 400
Пластина з покриттям Co–Fe 1,8/50 Ti–6Al–4V/Co–26Fe 500

Рис. 1. Схема пластини з покриттям та її деформація при консольному згині (а) в процесі вимірювання механічної поведінки 
титанової пластини при її знакозмінному навантаженні (б): 1 — лещата; 2 — пластина; 3 — покриття; 4 — електромагнітні 
котушки; 5 — постійні магніти; 6 — обкладки конденсатора; 7 — датчик зміщень; 8 — ПК з АЦП і ЦАП; 9 — підсилювач 
потужності; А — амплітуда коливання пластини
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ми рівень демпфування стає істотно вищим, ніж 
у пластини без покриття, а амплітудна залежність 
ЛД системи «пластина–покриття» стає неліній-
ною. Для пластини з покриттям Co–Ni вона мо-
нотонно підвищується зі зростанням амплітуди 
коливання, а у разі пластини з покриттям Co–Fe 
залежність немонотонна і може бути описана кри-
вою з максимумом. Титанові пластини без покрит-
тя та з високодемпфуючими покриттями з різним 
видом амплітудної залежності ЛД були використа-
ні в роботі для визначення впливу покриттів на їх 
динамічну поведінку.

Покриття Co–Ni. Амплітудно-частотні залеж-
ності системи з покриттям Co–Ni характеризують-
ся монотонним збільшенням амплітуди резонанс-
них коливань при підвищенні амплітуди вібрацій 
(рис. 3, а). При цьому форма резонансної кривої 
по мірі підвищення амплітуди вібрацій стає аси-
метричною (рис. 3, б), а її ширина збільшується.

З рис. 3, а видно, що частота резонансу зміню-
ється із збільшенням амплітуди резонансних ко-
ливань. Відповідно до теорії лінійних коливань у 
системі з в’язким демпфуванням частота резонан-
сних коливань повинна змінюватися відповідно до 
виразу:

	
2

0 1 ,rezω = ω − γ
	

(1)

де γ — коефіцієнт демпфування; ω0 — власна час-
тота коливання системи.

У табл. 2 наведено порівняння зміни частоти 
резонансу від амплітуди коливання для титанових 
пластин з покриттями Co–Ni та Co–Fe і без покрит-
тя, визначеної експериментально та розрахованої 
за формулою (1), яка властива системі з лінійними 
коливаннями. Для визначення коефіцієнта демпфу-
вання скористалися співвідношенням:

	
2 2

 ,
4

δ
γ =

π − δ 	
(2)

Рис. 3. Резонансні криві, отримані при різних амплітудах збудження α0, мм: 0,0009 (1); 0,003 (2); 0,009 (3); 0,0154 (4); 0,0196 (5) 
(а) і нормовані та приведені до частоти резонансу (б) у випадку зміни частоти коливань в режимі «знизу–вверх» для системи 
з покриттям Co–Ni (табл. 1)

Таблиця 2. Зміна частоти резонансу при амплітуді резонансних коливань, для якої характерне максимальне значення коефіці-
єнту демпфування титанових пластин без покриття і з покриттями Co–Ni та Co–Fe

Зразок Амплітуда резонансних 
коливань, мм

Коефіцієнт 
демпфування

Зміна резонансної частоти коливання, Гц

Експериментальне 
значення Розраховане значення

Ti 4,15 0,0024 –0,24 –0,001
Ti/Co–Ni 3,68 0,0164 –0,82 –0,01
Ti/Co–Fe 0,59 0,0127 –0,95 –0,01

Рис. 2. Амплітудні залежності ЛД титанових пластин з покрит-
тями Co–26 % Fe (1), Co–35 % Ni (2) та без покриття (3)
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де δ — ЛД, виміряний за осцилограмою вільно 
згасаючих коливань зразка.

Видно, що частота резонансних коливань сис-
теми у випадку лінійних коливань згідно з (1) по-
винна залишатися практично незмінною, тоді як 
з експериментально виміряної зміни частоти ре-
зонансних коливань випливає, що частота значно 
зменшується зі зростанням амплітуди коливання. 
Враховуючи, що частота резонансних коливань 
титанової пластини без покриття зменшується на-
багато менше, ніж при наявності покриття, можна 
припустити, що при збільшені рівня демпфування 
в системі за рахунок покриття відхилення від лі-
нійної поведінки системи збільшується.

З наведених результатів випливає, що, якщо 
частота збуджуючих коливань потрапляє в ін-
тервал частот 131…135 Гц, амплітуда коливання 
системи зростатиме з підвищенням амплітуди 
збудження до значень, які визначаються кривою 
амплітудно-частотної залежності з максимальною 

амплітудою коливання при заданій величині амп-
літуди збудження. Згідно з теорією лінійних ко-
ливань, відгук системи не залежить від напрямку 
зміни частоти коливання: від низьких до високих 
(режим «знизу–вверх») або від високих до низь-
ких (режим «зверху–вниз»). На рис. 4 представле-
ні резонансні криві системи «пластина–покриття 
Co–Ni», отримані при однакових амплітудах збу-
дження в режимі зміни частоти коливання «зни-
зу–вверх» і «зверху–вниз». Видно, що резонансні 
криві як за формою, так і за амплітудою резонанс-
них коливань майже співпадають.

Резонансні криві, побудовані при заданій амп-
літуді збудження, використовували для розрахун-
ку добротності, коефіцієнта енергетичних втрат 
і ЛД системи. Отримані результати порівняли з 
результатами, отриманими з аналізу осцилогра-
ми вільно згасаючих коливань (рис. 5). Видно, 
що величини, які характеризують ДЗ системи 
«пластина–покриття Co–Ni», такі, наприклад, як 
ЛД, визначені різними методами, задовільно уз-
годжуються між собою.

Таким чином, з одержаних результатів дослі-
дження амплітудно-частотної залежності системи 
«пластина–покриття Co–Ni» випливає, що за низ-
кою характеристик вимушені коливання не від-
повідають закономірностям, властивим лінійним 
коливанням. Це стосується насамперед впливу 
амплітуди збудження на частоту резонансних ко-
ливань та їх амплітуду. З іншого боку, відсутність 
зміни форми резонансних кривих від напрямку 
зміни частоти коливання в режимі «знизу–вверх» 
або «зверху–вниз» і співпадіння результатів вимі-
рювання характеристик демпфування за методом 
вільно згасаючих коливань і за резонансною кри-
вою характерно для лінійних коливань.

Отже, коливальні характеристики системи 
«пластина–покриття Co–Ni», незважаючи на ряд 
ознак, характерних для нелінійних коливань, мож-
на прогнозувати, грунтуючись на теоретичних 
співвідношеннях, отриманих для лінійних коли-
вальних систем. Такі системи можна розглядати 
як слабко нелінійні або квазілінійні [10].

Покриття Co–Fe. Як видно з рис. 2, амплітуд-
на залежність ЛД коливання пластини з покрит-
тям Co–Fe істотно відрізняється від залежності 
ЛД коливання пластини з покриттям Co–Ni. У 
разі покриття Co–Fe система «пластина–покрит-
тя» характеризується немонотонною зміною ЛД. 
Слід зазначити, що подібні амплітудні залежності 
Д3 спостерігалися і у разі інших феромагнітних 
матеріалів з ОЦК структурою, таких як Fe–Cr, 
Fe–Al, Fe–Cr–Al та Fe–Mo [15–19]. Для встанов-
лення взаємозв’язку немонотонної залежності ЛД 

Рис. 4. Резонансні криві системи «пластина–покриття Co–Ni», 
отримані при зміні частоти коливання в режимі «знизу–вверх» 
(1) і «зверху–вниз» (2) за однакової амплітуди збудження

Рис. 5. Амплітудні залежності ЛД титанової пластини з по-
криттям Co–Ni, розраховані з резонансної кривої (1) і з діа-
грами вільно згасаючих коливань (2)
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та динамічної поведінки системи «пластина–по-
криттяCo–Fe» у роботі були досліджені її амплі-
тудно-частотні залежності.

На рис. 6 представлені резонансні криві титано-
вої пластини з покриттям Co–Fe в залежності від 
амплітуди збудження. Видно, що при відносно ма-
лих амплітудах збудження (рис. 6, а) резонансні кри-
ві поводяться подібно до того, як це спостерігалося у 
разі покриттів Co–Ni (рис. 3, а). Зі зростанням амплі-
туди збудження частота резонансу зміщується в об-
ласть менших величин, а форма резонансної кривої 
стає асиметричною, спостерігається різке підвищен-
ня амплітуди коливання з боку менших частот (від-
носно резонансної частоти), а з боку більших частот 
амплітуда знижується більш плавно.

Однак, коли амплітуда резонансних коливань 
досягає величини близько 0,7 мм, частота резонан-
сних коливань з підвищенням амплітуди збуджен-
ня починає різко зростати (рис. 6, б). При цьому 
форма резонансної кривої якісно змінюється, на 
ній з’являється ділянка різкого зниження амплі-
туди коливання з боку більших частот коливання. 
Зі збільшенням амплітуди збудження величина па-
діння амплітуди коливань зростає.

З представлених результатів видно, що динаміч-
ну поведінку системи умовно можна розділити на 
дві області: при амплітудах коливання менше амплі-
туди, за якої спостерігається максимум демпфування 
(малі амплітуди) і більше цієї величини (великі амп-
літуди). В області малих амплітуд частота резонансу 
зміщується в бік низьких частот, а при великих амп-
літудах — в область високих частот.

Для резонансних коливань в області малих 
амплітуд коливання (до 0,7 мм) форма резонанс-
них кривих, отриманих при плавному збільшенні 
частоти коливання, поступово змінюється зі збіль-
шенням амплітуди збудження. І при досягненні 
амплітуд коливання близько 0,5 мм на резонансних 

кривих з боку менших частот збудження утворю-
ється ділянка з різким зниженням амплітуди ко-
ливання. На рис. 7 представлені резонансні криві 
системи «пластина–покриття Co–Fe» в області ма-
лих амплітуд коливання, побудовані при зміні час-
тоти коливання в режимі «знизу–вверх» і «зверху–
вниз», отримані за однакової амплітуди збудження, 
але з різною швидкістю сканування. Видно, що у 
зміні амплітуди коливання від частоти збудження 
спостерігається гістерезис. При цьому величина 
гістерезису залежить від швидкості зміни частоти 
вимушених коливань: при зменшенні швидкості 
сканування за рахунок збільшення часу вимірюван-
ня при заданій частоті і зниження кроку зміни час-
тоти величина гістерезису зменшується. При дис-
кретному скануванні частоти збудження, швидкість 
сканування визначали із співвідношення:

	 vf = Δf/τ,	 (3)

де τ — час витримки при заданій частоті; ∆f — 
крок зміни частоти.

На резонансні криві при великих амплітудах 
резонансних коливань напрям зміни частоти та-
кож впливає. Однак ці залежності не збігаються 
з резонансними кривими, отриманими при амплі-
тудах коливання менше 0,7 мм. Плавне підвищен-
ня амплітуди коливань спостерігається ліворуч 
від резонансної частоти, а різка зміна амплітуди 
(стрибок) спостерігається праворуч (рис. 6, б).

На рис. 8 представлено приклад резонансних 
кривих системи «пластина–покриття Co–Fe» в 
області великих амплітуд коливання, отриманих 
при зміні частоти збуджуючих коливань в режи-
мі сканування «знизу–вверх» та «зверху–вниз» 
за однакової амплітуди збудження. Видно, що 
амплітуда коливань у разі зміни частоти в режи-
мі «знизу–вверх» характеризується плавним під-
вищенням амплітуди коливань при наближенні 

Рис. 6. Вплив амплітуди збудження α0, мм: 0,0003 (1); 0,0011 (2); 0,002 (3); 0,0029 (4); 0,0037 (5); 0,0048 (6); 0,0063 (7); 0,0068 
(8); 0,0074 (9); 0,0086 (10) на резонансні криві системи «пластина–покриття Co–Fe» (табл. 1), отримані при зміні частоти ко-
ливань в режимі «знизу–вверх»: а — при малих амплітудах коливання (менше 0,7 мм); б — більших 0,7 мм
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частоти коливань до резонансної частоти. Однак 
після досягнення максимуму амплітуда коливання 
різко зменшується, падіння амплітуди коливання 
здійснюється при незначному відхиленні частоти 
збуджуючих коливань від резонансної. У випадку 
зміни частоти коливань у режимі «зверху–вниз» 
на початковому етапі (до частоти, за якої спостері-
гається різке падіння амплітуди у разі зміни часто-
ти «знизу–вверх») амплітуда коливань змінюється 
подібно до того, як і на резонансній кривій, отри-
маній в режимі підвищення частоти. При частоті 
коливання дещо меншій, ніж частота, за якої спо-
стерігається падіння амплітуди в режимі підви-
щення частоти збуджуючих коливань, амплітуда 
коливання збільшується стрибком до рівня зна-
чень амплітуди на залежності, отриманій у випад-
ку зміни частоти «знизу–вверх». Іншими словами, 
на резонансних кривих спостерігається гістерезис 
зміни амплітуди коливання залежно від напрямку 
зміни частоти при постійній амплітуді збудження.

Так само як і у разі нелінійних коливань, подіб-
них до маятника з м’якою пружиною, в діапазоні 
монотонно спадаючої амплітудної залежності ДЗ 
спостерігається залежність резонансних коливань 
від швидкості сканування частоти збудження. Зі 
зменшенням швидкості сканування частоти виму-
шених коливань величина гістерезису зміни амп-
літуди коливання системи в режимі «знизу–вверх» 
і «зверху–вниз» зменшується. При цьому амплі-
туда резонансних коливань збільшується, шири-
на резонансних кривих зменшується, а величина 
стрибків амплітуди стає більш різкою.

Якщо використовувати амплітуду резонансних 
коливань для визначення добротності системи 
«пластина–покриття Co–Fe», то в області неви-
значеності отримаємо вищі значення добротності, 
розраховані за резонансними кривими при зміні 
частоти «зверху–вниз», порівняно зі значеннями, 
розрахованими за резонансними кривими, отри-
маними у випадку зміни частоти «знизу–вверх».

У роботі були розраховані значення ЛД систе-
ми «пластина–покриття Co–Fe» виходячи з експе-
риментально виміряних в режимі «знизу–вверх» 
амплітуд резонансних кривих із співвідношення:

	
0 ,

a
A
π

δ =
	

(4)

де α0 — амплітуда збудження; A — амплітуда резо-
нансних коливань при заданому збудженні.

Отримані таким чином значення ЛД порівняли 
зі значеннями, отриманими з діаграми вільно зга-
саючих коливань для системи «пластина–покрит-
тя Co–Fe». Результати порівняння наведено на 
рис. 9. Видно, що характеристики ДЗ, розраховані 
виходячи з резонансних кривих і з діаграми віль-
но згасаючих коливань, описуються подібними 
залежностями, кривими з максимумом. Однак рі-
вень значень ЛД, розрахованих з резонансних кри-

Рис. 7. Резонансні криві пластини з покриттям Co–Fe в області малих амплітуд коливання, отримані при зміні частоти коливан-
ня в режимі «знизу–вверх» (1) і «зверху–вниз» (2) зі швидкістю сканування, Гц/с: 0,04 (а) і 0,00125 (б) за однакової амплітуди 
збудження

Рис. 8. Резонансні криві пластини з покриттям Co–Fe в облас-
ті великих амплітуд коливання, отримані при зміні частоти 
коливання в режимі сканування (0,04 Гц/с) «знизу–вверх» (1) 
та «зверху–вниз» (2) за однакової амплітуди збудження
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вих, вищий у порівнянні зі значеннями ЛД, розра-
хованими з діаграми вільно згасаючих коливань, 
у всьому діапазоні амплітуд коливання. З оцінки 
співвідношення значень ЛД, отриманих з аналізу 
діаграми вільно згасаючих коливань і резонанс-
ної кривої, випливає, що між цими залежностями 
існує скейлінг. Значення ЛД, розраховані за резо-
нансними кривими, можна отримати зі значень 
ЛД вільно згасаючих коливань множенням остан-
ніх на масштабуючий множник, який дорівнює √2.

Встановлена відмінність значень рівня ДЗ, ви-
значена різними методами, може бути обумовлена 
тим, що при вимірюванні амплітудно-частотної 
залежності (резонансні криві) система «пласти-
на–покриття» піддається впливу дисипації енергії 
через внутрішнє тертя та взаємодію із зовнішньою 
збуджуючою силою. Тоді як в умовах вільно зга-
саючих коливань згасання обумовлено тільки вну-
трішнім тертям.

Відомо, що характеристики взаємодії зовніш-
ньої збуджуючої сили та системи залежать від зсу-
ву фаз між переміщенням пластини і силою збу-
дження, що діє на неї. При лінійних коливаннях 
зсув фаз в умовах резонансу плавно змінюється в 
області значень, близьких до π/2, що забезпечує 
найефективнішу взаємодію маятника та збуджу-
ючої сили, при цьому досягається максимальна 
робота збуджуючої сили щодо збільшення енергії 
маятника. У разі нелінійних коливань, наприклад, 
обумовлених залежністю жорсткості пружини від 
амплітуди коливань, теоретичні розрахунки по-
казали, що оскільки частота резонансних коли-
вань залежить від амплітуди коливань, незначне 
її збільшення може призводити до істотної зміни 
величини зсуву фаз між зовнішньою силою, і змі-
щенням маятника [10]. У результаті цього на амп-
літудно-частотну залежність системи маятника 
впливатиме не лише її внутрішнє тертя, а й ефек-
тивність взаємодії між системою та збуджуючою 
силою, яка може суттєво знижувати амплітуду ре-
зонансного коливання навіть за відсутності тертя в 
системі. З урахуванням цього рівень демпфування, 
розрахований за резонансними кривими, має вище 
значення в порівнянні з розрахованим з діаграми 
вільно згасаючих коливань.

Таким чином, з проведених досліджень дина-
мічної поведінки системи «пластина–покриття Co–
Fe» видно, що вона характеризується нелінійною 
поведінкою у всьому діапазоні амплітуд коливання. 
Разом з тим, за характером прояву нелінійної по-
ведінки системи весь діапазон амплітуд коливання 
можна розділити на два інтервали — коливання з 
малою (до 0,7 мм) і великою (більше 1 мм) ампліту-
дою. Для нелінійних коливань з малими амплітуда-

ми (область значень амплітуд, при яких спостеріга-
ється збільшення ДЗ) характеристики резонансних 
коливань системи змінюються наступним чином: 
частота резонансних коливань зміщується в об-
ласть нижчих частот; резонансна крива стає аси-
метричною з більш різкою залежністю амплітуди 
коливання від частоти зі сторони низьких частот та 
при досягненні певної амплітуди збудження з’яв-
ляється гістерезис зміни амплітуди коливання при 
зміні напрямку сканування частоти.

При великих амплітудах (область амплітуд, 
при яких значення ДЗ знижується зі збільшенням 
амплітуди) нелінійні коливання характеризуються 
такими особливостями: частота резонансних ко-
ливань зі збільшенням амплітуди вібрацій зміщу-
ється в область великих частот; амплітудна залеж-
ність коливань від частоти вібрацій асиметрична з 
більш різкою зміною амплітуди зі сторони великих 
частот, і має гістерезисну залежність від напрямку 
зміни частоти коливання «знизу–вверх» або «звер-
ху–вниз». В області резонансу при зміні частоти 
«знизу–вверх» зміна амплітуди коливання від час-
тоти вібрації відбувається стрибком, ступінь прояву 
якого залежить від швидкості зміни частоти.

Рівні ДЗ системи з покриттям Co–Fe, виміряні 
методом вільно згасаючих коливань, і виходячи з 
амплітуди резонансних коливань, у цьому випад-
ку не відповідають один одному. Однак, як по-
казано вище, між виміряними різними методами 
значеннями рівня ДЗ існує скейлінг, який дозволяє 
прогнозувати поведінку системи при вимушених 
коливаннях на основі вимірювань, проведених ме-
тодом вільно згасаючих коливань.

Обговорення результатів. Нелінійні коливання 
механічних систем у загальному випадку можуть 
бути зумовлені різними причинами. Найбільш де-
тально в літературі було розглянуто нелінійні коли-

Рис. 9. Амплітудні залежності ЛД системи «пластина–по-
криття Co–Fe», розраховані з діаграми вільно згасаючих ко-
ливань (1), з резонансної кривої (2) і отримані масштабуван-
ням залежності (2) на величину 1/√2 по осі δ (3)



10 ISSN 2415-8445 СУЧАСНА ЕЛЕКТРОМЕТАЛУРГІЯ, № 3, 2024

ЕЛЕКТРОННО-ПРОМЕНЕВІ ПРОЦЕСИ

                                                                                                               

                                                                                                                                                                                                    

вання у випадку пружинного маятника, нелінійна 
поведінка якого зумовлена нелінійною залежністю 
жорсткості пружини від амплітуди коливання. Для 
цього випадку різними методами було отримано 
аналітичні рішення нелінійного диференціального 
рівняння руху [10], які дозволяють прогнозувати 
поведінку подібних систем залежно від умов збу-
дження у них вимушених коливань.

Якщо вважати, що жорсткість пружини мож-
на представити як k = α + βA2, де A — амплітуда 
коливання маятника, β — параметр, що визначає 
характер відхилення жорсткості пружини від лі-
нійної залежності, при β < 0 жорсткість пружини 
зменшується зі зростанням амплітуди коливання 
(м’яка пружина), при β > 0 — жорстка пружина. У 
випадку, коли β = 0, відновлювальна сила пружи-
ни пропорційна амплітуді зміщення, що відпові-
дає лінійним коливанням. Виявилося, що при β ≠ 0 
(нелінійні відновлювальні сили) резонансні криві 
нахиляються щодо свого симетричного положен-
ня, властивого лінійним коливанням (при β = 0), як 
схематично показано на рис. 10.

Пунктирна лінія відповідає скелетній лінії ре-
зонансної кривої, яка встановлює зв’язок між ре-
зонансною частотою та амплітудою. Стрілками 
вказані стрибки амплітуди поблизу резонансу при 
зміні напрямку сканування частоти збудження в 
режимі «знизу–вверх» (стрілка вверх) та «зверху–
вниз» (стрілка  вниз) на (а), а на (в) стрілка вниз — 
при скануванні «знизу–вверх» і при скануванні 
«зверху–вниз» — стрілка вверх.

Згідно з теоретичними моделями [10] у випад-
ку жорсткої відновлювальної сили скелетна крива, 
що визначає взаємозв’язок між амплітудою коли-
вання і частотою резонансних коливань, нахиля-
ється вправо (у напрямку збільшення резонансної 
частоти), а для м’якої відновлювальної сили  — 
вліво. Взаємозв’язок параметрів системи у цьому 
випадку визначається виразом:

	
2 23

4 ,Aω = α + β
	

(5)

де ω — частота резонансних коливань; α — жор-
сткість пружини.

На рис. 10 представлені схеми зміни форми ре-
зонансних кривих для маятника з різною залеж-
ністю жорсткості пружини від амплітуди. Видно, 
що нахил резонансних кривих безперервно збіль-
шується з підвищенням амплітуди збудження. 
При досягненні деякої критичної величини нахи-
лу амплітудно-частотної залежності зміна амплі-
туди коливання від частоти вимушених коливань 
стає різкою в області частот коливання, в яку 
нахиляється максимум резонансної кривої. При 
цьому похідна зміни амплітуди від частоти стає 
вертикальною. Подальше збільшення амплітуди 
збудження призводить до стрибкоподібної зміни 
амплітуди коливання в області резонансу. Стриб-
коподібно змінюється й величина зсуву фаз між 
збуджуючою силою і зміщенням маятника.

Із зіставлення експериментальних результатів 
дослідження динамічної поведінки системи «плас-
тина–покриття» та теоретичних результатів з до-
слідження коливань пружинного маятника з амп-
літудно-залежною жорсткістю пружини випливає, 
що в коливальній системі з покриттям, для якого 
властива монотонно наростаюча залежність рівня 
ДЗ від амплітуди коливання (dδ/dA > 0), зміна амп-
літуди коливань від частоти подібно до того, яке 
спостерігається в пружинному маятнику з м’якою 
відновлювальною силою. При цьому частота ре-
зонансних коливань зменшується із збільшенням 
амплітуди.

Коливання системи з монотонно спадаючим 
рівнем ДЗ (ділянка амплітудної залежності ДЗ 
системи з покриттям Co–Fe розташована при амп-
літудах коливання більших за максимальне зна-
чення ДЗ) характеризується тим, що частота ре-

Рис. 10. Схема зміни резонансних кривих вимушених коливань для пружинного маятника з м’якою пружиною β < 0 (а), пружи-
ною постійної жорсткості β = 0 (б) і жорсткою пружиною β > 0 (в) в залежності від амплітуди збуджуючих вібрацій величиною 
1, 2, 3 відносних одиниць
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зонансних коливань збільшується зі зростанням 
амплітуди збудження, аналогічно маятнику з жор-
сткою відновлювальною силою.

Висновки

1. Високодемпфуючі покриття Co–Ni і Co–Fe на 
титанових пластинах з амплітудно-залежним рів-
нем демпфування істотно впливають на динаміч-
ну поведінку системи «пластина–покриття»: під 
дією зовнішнього збудження резонансні коливан-
ня системи стають нелінійними, що проявляється 
у суттєвій зміні амплітуди резонансних коливань 
від частоти (порівняно з лінійними коливаннями) 
та форми амплітудно-частотної залежності.

2. На основі аналізу ступеня відхилення ха-
рактеристик резонансних коливань від властивих 
лінійним коливанням показано, що системи з мо-
нотонно наростаючим рівнем ДЗ при збільшенні 
амплітуди коливання поводяться подібно до маят-
ника з м’якою пружиною, а з монотонно спадаю-
чою залежністю — маятника з жорсткою пружи-
ною. Для покриттів з немонотонною зміною ДЗ 
від амплітуди (покриття Co–Fe) зміна знаку нахи-
лу амплітудної залежності ДЗ супроводжується 
переходом від поведінки системи з м’якою віднов-
лювальною силою до поведінки, яка є характер-
ною для жорсткої відновлювальної сили.

3. Для обох типів залежності рівня ДЗ системи 
від амплітуди коливання показано, що існує критич-
на величина амплітуди коливання, при якій зміню-
ється її поведінка від слабо нелінійного до сильно 
нелінійного. Встановлено, що критична амплітуда 
коливання зміни поведінки системи зменшується із 
збільшенням нахилу залежності ДЗ від амплітуди.

4. Поведінка системи зі слабкою нелінійністю 
задовільно описується співвідношеннями, отрима-
ними для лінійних систем. Перехід до сильно нелі-
нійної поведінки системи супроводжується появою 
на резонансних кривих ділянок з різкою зміною 
амплітуди коливання при незначній зміні частоти 
збудження, наявністю гістерезису у зміні амплітуди 
коливання від частоти збудження, істотним збіль-
шенням тривалості перехідних процесів і, як наслі-
док цього, залежністю результатів вимірювання ха-
рактеристик ДЗ системи від часу сканування.

5. Встановлено, що рівень ДЗ при амплітудах 
коливання, для яких характерна сильно неліній-
на поведінка системи, залежить від способу його 
вимірювання (методами резонансної кривої або 
вільно згасаючих коливань). Значення рівня ДЗ, 
отримані методом резонансних кривих, переви-
щують значення, виміряні методом вільно згасаю-
чих коливань. Показано, що між цими значеннями 
існує скейлінг з коефіцієнтом √2. В області амплі-

туд коливань системи, для якої характерна слабка 
нелінійність, значення ДЗ, виміряні різними ме-
тодами, збігаються. Підвищений рівень демпфу-
вання в умовах вимушених коливань при сильній 
нелінійній поведінці системи пов’язується з до-
датковим демпфуванням через різке відхилення 
зсуву фаз між відхиленням системи від рівноваги 
та зовнішньою силою від π/2.
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INFLUENCE OF HIGH DAMPING COATINGS ON THE RESONANT VIBRATIONS 
OF A TITANIUM PLATE

O.S. Kremenchutskyi, A.I. Ustinov
E.O. Paton Electric Welding Institute of the NAS of Ukraine. 

11 Kazymyr Malevych Str., 03150, Kyiv, Ukraine. E-mail: kremens44@gmail.com

The results of a study of the influence of high damping Co‒Ni and Co‒Fe coatings on the resonant vibrations of the 
titanium plate-coating system are presented. It has been established that when the amplitude of the resonant vibrations 
of the system increases to a certain critical value, the dependence of the characteristics of its resonant vibrations on the 
parameters of external excitation becomes nonlinear. The value of the critical vibrations amplitude, at which a transi-
tion from weakly linear to nonlinear vibrations is observed, depends on the slope of the amplitude dependence of the 
damping capacity (DC) of the system: the steeper the amplitude dependence of the DC, the lower the critical amplitude 
value, at which the system transition to nonlinear vibrations occurs. Nonlinearity of vibrations manifests itself both 
in an abrupt change in amplitude with a slight change in the frequency of forced vibrations, and in the occurrence of 
hysteresis in the amplitude-frequency dependences. The transition of a system to vibrations mode with strong nonlin-
earity can affect the efficiency of suppression of resonant vibrations with large amplitude in it. 19 Ref., 2 Tabl., 10 Fig.

Keywords: damping coating, resonant vibration, amplitude-frequency dependence, damping capacity, logarithmic dec-
rement
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