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Виготовлення деталей методом 3D друку, зокрема, за технологією FDM (англ. Fusing Deposition Modeling), є перспек-
тивним напрямком в багатьох галузях машинобудування, архітектурі, будівництві, медицині, тощо. Ця проблематика 
породжує три основні напрямки досліджень: технології FDM 3D друку, матеріалознавство і математичне моделювання 
процесів з метою оцінки функціональних якостей, зокрема, міцності виробів. Дана робота присвячена третьому на-
прямку: оцінці напружено-деформованого стану виробів, отриманих методом 3D друку за технологією FDM. В роботі 
розглянуто три стадії розв’язання цієї задачі: 1 – математична постановка задачі, що включає універсальні балансові 
співвідношення, визначальні рівняння механічної поведінки матеріалу; 2 – методику чисельного розв’язку задачі; 3 – 
розвʼязування конкретних задач з метою виявлення закономірностей термомеханічних процесів і надання рекомендацій 
щодо технологічних параметрів 3D друку. Бібліогр. 10, рис. 12.

Ключові слова: адитивні технології, FDM 3D друк, математичне моделювання, напружено-деформований стан

Моделювання методом пошарового наплавлен-
ня або FDM 3D друк полімерними матеріалами 
завдяки універсальності, простоті, багатофункціо-
нальності і доступності вважається найбільш по-
ширеною технологією 3D друку в світі, на основі 
якої працюють мільйони 3D принтерів – від най-
дешевших до промислових систем тривимірного 
друку [1, 2]. Для створення виробів методом FDM 
3D друку використовується полімерний матеріал у 
вигляді нитки (філамент) з різних термопластич-
них матеріалів, які поставляються у котушках. Фі-
ламент може бути двох стандартних діаметрів: 1,75 
і 3,0 мм в залежності від специфікації принтера [3].

Як і у всіх технологіях 3D друку, першим кро-
ком на шляху до виготовлення фізичного об’єкта є 
побудова його цифрової 3D моделі [4] в спеціаль-
них програмах (Autodesk 3DsMAX, ZBrush, Maya, 

Blender, SolidWorks і т. д.), яка в форматі STL пе-
редається в програмне забезпечення 3D принтера. 
Перед запуском процесу друку обираються необ-
хідні налаштування 3D друку (швидкість, темпе-
ратура і т. д.) і модель в програмі-слайсері авто-
матично розділяється на горизонтальні шари для 
проведення розрахунку шляхів переміщення ек-
струдера (друкуючої головки) – пристрою, який 
оснащено механічним приводом для подачі філа-
менту, нагрівальним елементом для його плавлення 
і фільєрою, через яку здійснюється безпосередньо 
екструзія – виштовхування розплавленого полімер-
ного матеріалу на поверхню виробу (рис. 1, а).

На цьому ж етапі за необхідності генеруються 
підтримуючі конструкції при наявності нависа-
ючих елементів в моделі. По завершенню підго-
товчої частини програмою генерується керуючий 
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Рис. 1. Схеми екструдера FDM 3D принтера (а) і процесу створення ним тривимірної моделі (б) [5]
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код (G-code) для 3D принтера на основі цифрових 
даних і вибраних налаштувань. Надалі філамент з 
котушки розмотується для введення в екструдер і 
запускається процес безпосередньо 3D друку: екс-
трудер розплавляє філамент і з високою точністю 
подає розплав полімерного матеріалу тонкими ша-
рами на робочу поверхню 3D принтера у відповід-
ності до алгоритму друку та цифрової 3D моделі.

Після нанесення шару полімерний матеріал 
охолоджується і затвердіває, а платформа, на якій 
формується об’єкт, опускається на величину, рів-
ну товщині шару, що наноситься. Рух в трьох пло-
щинах голівки і платформи (рис. 1, б) задається 
алгоритмом, розробленим заздалегідь за допомо-
гою спеціального програмного забезпечення. По 
завершенню процесу побудови виробу допоміжні 
конструкції видаляються (вручну або розчиняють-
ся в спеціальному розчині), а готовий виріб може 
бути використано в надрукованому вигляді або 
піддано будь-якому способу подальшої обробки.

Важливу роль для оцінки міцності деталей ві-
діграє інформація щодо поточних та залишкових 
напружень, а також дисторсії, особливо для тон-
костінних елементів. Тому розробка методів мате-
матичного моделювання процесів та оцінки вка-
заних параметрів є актуальним питанням данної 
проблематики.

Постановка задачі. В даній роботі використо-
вується спрощена термопружна постановка задачі. 
Ця модель не враховує ефект релаксації і дає верх-
ню оцінку поточних і залишкових напружень [6]. 
Більш точна постановка, яка враховує вʼязкопруж-
ні властивості матеріалу, структурні перетворен-
ня (кристалізацію) в матеріалі, а також їх вплив на 
фізико-механічні властивості матеріалу, буде роз-
глянута в наступних публікаціях.

Балансові рівняння. Нарощування елемен-
та розглядається в прямокутній декартовій сис-
темі координат. Матеріал вважається ізотропним. 
Вихідна постановка задачі в інваріантній формі 
включає кінематичні співвідношення,

рівняння теплопровідності
 div( grad )vc k Qθ = θ + , (1.1)
квазістатичної рівноваги
 div 0 ,s =



 (1.2)
граничні і початкові умови
 0θ = θ  при 0t = ; grad ( )Ck n q− ⋅ θ = − + γ θ − θ

 ; 
 0,ns ⋅ =





  (1.3)
де θ – температура; 

~
s  – тензор напружень; Q – по-

тужність об’ємного джерела тепла; q – заданий 
потік тепла; cν і k – коефіцієнти теплоємності і 
теплопровідності; γ – коефіцієнт тепловіддачі; θс 
– температура навколишнього середовища; θ0 – 
початкова температура; n  – зовнішня нормаль до 
поверхні тіла; ( )ijs = s



. , , ,i j x y z= ; , , ,i j x y z= .

Надалі ці рівняння будуть модифіковані з ура-
хуванням процесу нарощування.

Для плоского напруженого в площині Oxy ста-
ну маємо

σzz = σzx = σyz = 0, ui = ui(x,y), εij = εij(x,y), σij = 
= σij(x,y), θ = θ(x,y).

Термомеханічна поведінка матеріалу описуєть-
ся за допомогою співвідношень
 0; ( )e Iθ θε = ε + ε ε = α θ − θ

   

;  (1.4)

 2 , 3 ( );vs Ge tr K tr θ= s = ε − ε
    

 (1.5)

тут eε


 і θε


– пружна і теплова складові деформа-
ції; s і e



 девіатори тензорів напружень и деформа-
цій; G і Kν – зсувний та об’ємний модулі; tr – слід 
тензора; I – одиничний тензор.

Модель тіл, що ростуть. Розглянемо модифіка-
цію співвідношень (1.4), (1.5) з урахуванням про-
цесу нарощування [7–9]. Припустимо, що задача 
розв’язується методом скінченних елементів. Не-
хай процес нарощування є контрольованим, тобто 
відомі швидкість нарощування і кінцева конфігура-
ція тіла. Найпростіший варіант алгоритму розв’я-
зання полягає в наступному. Конфігурація тіла, що 
нарощується, покривається фіксованою СЕ-сіткою. 
СЕ-сітка покриває як саме тіло, що нарощувати-
меться, у вихідній конфігурації, так і всі нарощува-
ні в майбутньому шари. Таким чином, сітка (кіль-
кість вузлів) не змінюється в процесі чисельного 
моделювання. Інший підхід полягає в тому, що сіт-
ка збільшується внаслідок приєднання елементів, 
що нарощуються. В області, яка зайнята вихідним 
тілом, властивості визначаються матеріалом тіла. 
Елементам, що нарощуються, спочатку припису-
ються властивості матеріалу «порожнечі», який 
вважається термопружним з характеристиками
 E ≈ 0, n ≈ 0, α = αf, 
де E – модуль Юнга; ν – коефіцієнт Пуассона; αf – ко-
ефіцієнт лінійного теплового розширення матеріалу 
нарощування. Теплофізичні властивості «порож-
нечі» приймаються такими ж, як у матеріалу, який 
нарощується. Отже, елемент «порожній» тільки з 
точки зору механіки. У процесі заповнення, який 
розглядається як процес, що розвивається в часі, 
«порожні» елементи СЕ-сітки будуть заповнювати-
ся нарощуваним матеріалом. Важливо мати на увазі, 
що в процесі заповнення елементів (нарощування) 
деформується вся СЕ-сітка, що покриває як вихідне 
тіло, так і прилеглі до тіла «порожні» елементи.

Нехай в момент заповнення t* деякий порожній 
елемент ΔV(t*) сітки має деформацію *

ijε , і нехай він 
заповнюється матеріалом, що має температуру θ*. Пе-
редбачається, що матеріал нарощуваних елементів аж 
до контакту з поверхнею тіла є ненапруженим:
 σxx = σyy = σzz = σxy = σyz = σxz = 0 при t = t*. (1.6)

В рамках даної моделі нарощування є заповне-
ння елемента, що має попередню деформацію *

ijε , 
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матеріалом нарощування з температурою θ*. Та-
ким чином, умови (1.6), по суті, означають, що
 * *( , ) 0ij kls ε θ =  в *( ).V t∆  (1.7)

Для того, щоб визначальні рівняння нарощу-
ваного матеріалу (1.5) узгоджувалися з умовою 
(1.7), необхідно і достатньо модифікувати рівнян-
ня (1.5) наступним чином:

* *2 ( ), 3 ( ( ) ).f f fs G e e tr K tr I∗= − s = ε − ε − α θ − θ
     

 (1.8)
Тут нижній індекс f показує, що параметри від-

носяться до матеріалу нарощуваного об’єму. Та-
ким чином, щоб задовольнити умову нарощуван-
ня (1.6), всі елементи, які нарощуються, повинні 
мати визначальні рівняння, індивідуалізовані тими 
конкретними значеннями деформації ∗ε



 і темпера-
тури θ*, при яких відбувалося їх заповнення. Тому 
стан ( ,ij

∗ ∗ε θ ) для цих елементів можна трактувати 
як «власний», оскільки він не викликає напружень.

Постановка задачі для тіл, що ростуть. З 
урахуванням результатів, викладених в попе-
редньому пункті, математична задача включає на-
ступні співвідношення:

– рівняння рівноваги (1.2) і теплопровідності 
(1.1)

– визначальні рівняння для основного матеріалу
 e

ij ij ij
θε = ε + ε , (1.9)

 2 , 3 ( )ij ij kk V kk kks Ge K θ= s = ε − ε , (1.10)
– визначальні рівняння для матеріалу, що наро-

щується, в компонентній формі

2 ( ), 3 ( ).ij ij ij kk f kk kk kks G e e K
∗∗ θ ∗= − s = ε − ε − ε  (1.11)

де G і K – модулі зсуву та об’ємного стиснення; Q 
– джерело тепла; λ і cν –коефіцієнти теплопровід-
ності і об’ємної теплоємності

 ( )ij r ij
θε = α θ − θ d , ( )ij ij

∗θ ∗ε = α θ − θ d . (1.12)

тут θ – поточна температура; θr – деяка відлікова 
температура; α  – коефіцієнт лінійного теплового 
розширення.

Чисельна методика розв’язування задачі. 
Варіаційне формулювання задачі. Тривимірна за-
дача про термомеханічний стан нарощених дета-
лей розв’язується чисельно за допомогою методу 
скінченних елементів [9]. Лагранжеве варіаційне 
формулювання задачі в декартовій системі Oxyz 
координат має вигляд

 ( )

[ ( ) ( ) ( )

]
F

v

I
x x y y z z

c Q dxdydz

 ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ
d = λ d + d + d + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

+ θ − dθ +

∫


 
 ( ( )) 0c

S

q ds+ − + γ θ − θ dθ =∫ , (2.1)

 
(

2 2 2 )

xx xx yy yy zz zz
F

xy xy yz yz zx zx dxdydz

dΦ = s dε + s dε + s dε +

+ s ε + s ε + s ε −

∫

 
 ( ) 0nx x ny y nz z

S

t u t u t u ds− d + d + d =∫ . (2.2)

де δI – варіація функціонала для задачі тепло-
провідності; δΦ – варіація функціонала для 
завдання механічної рівноваги; tnr і tnz – компонен-
ти вектора напружень на контурі; ur, uz – радіальна 
і осьова компоненти вектора переміщень; V і S – 
об҆єм і поверхня тіла.

Рівняння теплопровідності інтегрується за ча-
сом з використанням неявної схеми. При цьому 
лінеаризація задачі досягається за рахунок того, 
що залежні від температури характеристики об-
числюються для попереднього часового кроку. 
Розрахований для часу розподіл температури ви-
користовується для розв’язання задачі механіки. 
З умови стаціонарності функціоналу δΦ = 0 (2.2) 

Рис. 2. Нарощуваний елемент

Рис. 3. Залежність питомої теплоємності від температури
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отримуємо систему алгебраїчних рівнянь для пе-
реміщень у вузлових точках. При цьому темпе-
ратура, що входить у функціонал, приймається 
постійною по елементу і не варіюється. По знай-
деним вузловим переміщенням обчислюються 
деформації та напруження в точках інтегруван-
ня, які потім усереднюються по скінченному 
елементу.

З умови стаціонарності функціоналу δI = 0 для 
визначення вузлових значень температури θi отри-
муємо систему лінійних диференційних рівнянь 
першого порядку за часом. Точність розрахунку за-
лежить від кількості скінченних елементів. Необ-
хідна густина сітки елементів визначається шляхом 
порівняння розв’язків задачі при різній кількості 
скінченних елементів.

Обʼєкт дослідження. Конфігурація нарощува-
ного елемента показана на рис. 2.

Розміри елемента: a = 6 мм, b = 2 мм, h = 
= 0…50 мм, Δh = 0,14…0,42 мм.

Приймаємо, що один шар Δh = 0,14 мм наро-
щується за 1,1 с (із розрахунку: швидкість наро-
щування елемента 0,14 мм × 0,14 мм – 80 мм/с, 
тобто час нарощування одного шару 0,14 мм на 
торці  – 1,1 с). Далі будемо розглядати три випад-
ки нарощення: шарами 0,14 мм за 1,1с шар, 360 
шарів; 0,28 мм за 2,2с шар, 180 шарів; 0,42 мм 
за 3,2с шар, 120 шарів, тобто швидкість нарощу-
вання (збільшення висоти) у цих трьох випадках 
однакова.

На нижній поверхні задані умови закріплення: 
uy = 0, σxy = 0, y = 0.

Термомеханічні властивості матеріалу. Мате-
ріал обʼєкта – полімер PLA з температурно залеж-
ними властивостями.

Залежність питомої теплоємності від темпера-
тури показана на рис. 3.

Залежність модуля пружності Юнга від тем-
ператури, взята з роботи [10], показана на рис. 4. 
Інші параметри: ρ = 1210 кг/м3 – щільність, ν = 0,35 
– коефіцієнт Пуассона, α = 41·10-6 К-1 – коефіцієнт 
термічного розширення, λ = 0,13 Вт/м2∙К – коефі-
цієнт теплопровідності. На вільних поверхнях від-
бувається теплообмін з оточуючим середовищем 
температури θc = 20 °C з коефіцієнтом тепловіддачі 
γ = 30 Вт/м2∙К.

Під час нарощування температура основи під-
тримується 50 °С. Нарощування відбувається роз-
плавом матеріалу при 200 °С.

Результати розрахунків. На рис. 5 показана 
розбивка області на скінченні елементи при Δh = Рис. 4. Залежність модуля пружності Юнга Е від температури 

Рис. 6. Ізолінії розподілу температури θ в різні моменти нарощування
Рис. 5. Розбивка області на 
скінченні елементи
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= 0,28 мм. Тут показана результуюча розбивка, 
коли всі шари вже нарощені.

На рис. 6 показані ізолінії розподілу темпера-
тури в різні моменти нарощування (рис. 6, а, б) і в 
момент остигання (рис. 6, в).

На рис. 7 показане змінювання за часом темпе-
ратури в точках 1, 2 і 3, показаних на рис. 5. Точки 
1 і 2 з’являються в момент нарощення 90-го шару. 
Точка 3 відповідає вищій точці елемента у різні 
моменти часу.

На рис. 8 надані аналогічні криві для напру-
ження σyy в точках 1 і 2.

Відзначимо, що залишкові напруження в тер-
мопружній задачі формуються внаслідок надання 
розігрітого шару на вже остиглий раніше накладе-
ний шар. Класична задача: насадження розігрітої 
втулки на вал (гарячепресова посадка), коли за-
лишкові напруження обтискнення можуть виника-
ти без пластичних деформацій.

Видно, що залишковий розподіл напружень фор-
мується при зміні температури від 80°С до 50°С. 
Це пов’язане з температурною залежністю модуля 
Юнга (див. рис. 4). В цьому інтервалі температур 
відбувається підвищення жорсткості матеріалу.

На рис. 9 надані ізолінії залишкового розподілу 
σyy в площині Oxy.

Вивчимо вплив товщини нарощуваного шару 
матеріалу на залишкові напруження. Розглянемо 
три випадки.

1. Нарощування шарами 0,14 мм. Результати 
розрахунку наведено на рис. 10. На рис. 10, б по-
казано зміни σyy в масштабі шарів.

2. Нарощування шарами 0,28 мм. Результати 
розрахунку наведено на рис. 11.

3. Нарощування шарами 0,42 мм. Результати 
розрахунку наведено на рис. 12.

Рис. 7. Зміна температури за часом в точках 1, 2 і 3

Рис. 8. Змінювання напруження σyy за часом в точках 1 і 2

Рис. 9. Залишковий розподіл поздовжнього напруження

Рис. 10. Нарощування шарами 0,14 мм, 360 шарів: а – σyy в 
перерізі y = 0,02 м; б – в перерізі x = 0, вздовж осі y

Рис. 11. Нарощування шарами 0,28 мм, t = 2,2 c, 180 шарів: 
а – σyy в перерізі y = 0,02 м; б – в перерізі x = 0, вздовж осі y
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Видно, що рівень напружень σyy зменшуєть-
ся зі збільшенням товщини шару нарощування 
(рис. 10, а; 11, а; 12, а). Чим менше товщина наро-
щування, тим більше середній рівень напруження, 
при цьому коливання в границях нарощеного шару 
відрізняються несуттєво (рис. 10, б; 11, б; 12, б).

Висновки

1. В даній роботі була розвинута термопружна 
модель напружено-деформованого стану елементів, 
що виготовляються методом адитивного формуван-
ня за технологією FDM 3D друку, а саме – розро-
блено модель багатошарового нарощування тіл, яка 
базується на теорії тіл, що ростуть, і запропонова-
но скінченно-елементну методику розрахунку тер-
мопружного стану пошарово сформованих об’єктів.

2. Результати проведених досліджень та здійс-
нених розрахунків поточного і залишкового тер-
момеханічного стану конкретного нарощуваного 
пластинчастого елемента в різні моменти нарощу-
вання і в момент охолодження свідчать про те, що 
залишковий розподіл напружень формується при 

зміні температури від 80 до 50 °С, що пов’язано 
з температурною залежністю модуля Юнга до-
сліджуваного матеріалу і підвищенням його жор-
сткості у вказаному проміжку температур.

3. Оцінка впливу товщини нарощуваного шару 
матеріалу (0,14; 0,28; 0,42 мм) на залишковий на-
пружений стан елементів показала, що рівень на-
пружень σyy зменшується зі збільшенням товщини 
шару нарощування.
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Manufacture of parts by the method of 3D printing, in particular, applying FDM (Fusing Deposition Modeling) technology, is a 
promising trend in many branches of mechanical engineering, architecture, construction, medicine, etc. This range of problems 
challenges three main directions of studies: FDM 3D printing technology, materials science and mathematical modeling of 
processes for evaluation of functional qualities, in particular, strength of products. This work is devoted to the third direction: 
evaluation of stress-strain state of products manufactured by 3D printing using FDM technology. The paper considers three 
stages of solving this problem: 1 – mathematical formulation of the problem, which includes universal balance relations, 
determining equations of mechanical behaviour of the material; 2 – method of numerical solution of the problem; 3 – solving 
specific problems in order to determine patterns of thermomechanical processes and provide recommendations for technological 
parameters of 3D printing. 10 Ref., 12 Fig.
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Рис. 12. Нарощування шарами 0,42 мм, t = 3,3 c: а – σyy в пе-
рерізі y = 0,02 м; б – в перерізі x = 0, вздовж осі y


