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Розглянуто проблему розрахункового прогнозування загальних деформацій великогабаритної ємності з алюмінієвого 
сплаву при зварювані тертям з перемішуванням (ЗТП). Розроблено математичну модель на основі чисельних методів 
термопластичності визначення напружено-деформованого стану при ЗТП, за допомогою якої можливо отримувати 
залишкові пластичні деформації (параметри функції усадки) для двох типів зварного з’єднання ємності (повздовжньо-
го та кільцевого). Це дає змогу наближеним методом функції усадки в межах теорії пружності прогнозувати загальні 
деформації великогабаритної циліндричної ємності з великою кількістю зварних з’єднань. Достовірність математичної 
моделі визначення залишкових напружень і деформацій при ЗТП алюмінієвого сплаву підтверджена узгодженням ро-
зрахункових даних відносно розподілу залишкових повздовжніх напружень з даними експериментальних вимірювань. 
Це може сприяти забезпеченню необхідної точності оцінки загальних деформацій великогабаритних ємностей з алю-
мінієвого сплаву. Розроблені математичні моделі та розрахункові алгоритми можуть ефективно використовуватись для 
оперативного прогнозування напружено-деформованого стану при монтажному зварюванні великогабаритних цилін-
дричних ємностей з алюмінієвих сплавів. Бібліогр. 11, рис. 9.
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Вступ. Технологія зварювання широко вико-
ристовується для виконання з’єднань великогаба-
ритних конструкцій із легких алюмінієвих сплавів, 
таких як паливні баки для аерокосмічної техніки, 
корпуси для транспортного машинобудування та 
ін. [1, 2]. Для прогнозування точності, міцності 
та довговічності таких зварних конструкцій ак-
туальним завданням є розрахункове визначення 
залишкових напружень і деформацій. Особливо 
складною проблемою є розрахункове прогнозу-
вання загальних деформацій великогабаритних 
конструкцій з великою кількістю зварних з’єд-
нань [3], а використання алюмінієвих сплавів для 
таких конструкцій, як відомо, значно підвищує 
зварювальні деформації [4]. Розв’язок таких за-
дач потребує великих обчислювальних ресурсів і 
тривалого часу на розрахунок, що ускладнює ви-
користання розрахункових методів на практиці під 
час технологічної підготовки збирання та монтаж-
ного зварювання нових конструкцій. Останнім ча-
сом при виготовленні циліндричних ємностей із 
алюмінієвих сплавів почали використовувати но-
вий процес зварювання тертям з перемішуванням 
(ЗТП). Вважається, що при ЗТП забезпечується 
висока якість зварних з’єднань без таких дефектів 
як пори та гарячі тріщини, а також значно ниж-
чий рівень залишкових напружень і деформацій 
у порівнянні з дуговими процесами зварювання 

[1, 5]. Таким чином, проблема розробки ефектив-
них розрахункових методів для оперативного про-
гнозування напружено-деформованого стану при 
монтажному зварюванні великогабаритних цилін-
дричних ємностей із алюмінієвих сплавів є досить 
актуальною.

Методологія розрахункового визначення 
зварювальних деформацій. Для вирішення за-
дачі прогнозування деформацій великогабаритних 
циліндричних ємностей із алюмінієвого сплаву з 
великою кількістю зварних швів (рис. 1) застосо-
вано методологію моделювання зварювальних на-
пружень і деформацій на основі комбінованого ви-
користання загального методу термопластичності 
[6] і наближеного методу функції усадки [7]. За до-
помогою методу термопластичності моделюється 
тимчасові та залишкові напруження та деформації 
для окремих зварних з’єднань. Відомо, що залиш-
кові зварні напруження та пластичні деформації 
утворюються в обмеженій області в зоні зварного 
з’єднання. Тому розподілення залишкових напру-
жень і параметрів функції усадки може бути от-
римано на спрощених моделях зварного з’єднання 
обмеженого розміру, що потребує значно менших 
комп’ютерних ресурсів і часу на розрахунок.

Стосовно великогабаритних циліндричних єм-
ностей з повздовжніми та кільцевими стиковими 
з’єднаннями доцільно розглядати два типи спро-
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щених моделей. Для визначення локальних залиш-
кових деформацій (параметрів функції усадки) у 
зонах повздовжніх з’єднань можна використовува-
ти модель стикового з’єднання плоских елементів 
обмеженого розміру (рис. 2, а). У зоні кільцевих 
з’єднань для визначення залишкових напружень 
і деформацій (параметрів функції усадки) можна 
використовувати спрощену модель у двовимірній 
постановці стикового кільцевого з’єднання реаль-
ного розміру, але з припущенням швидкорухо-
мого джерела зварювального нагріву та гіпотези 
«плоскої деформації» (рис. 2, б). 

Потім із використанням тривимірної моделі ци-
ліндричної ємності реального розміру за допомо-
гою наближеного методу функції усадки в рамках 
пружної постановки задачі моделюються загальні 
деформації великогабаритної зварної конструкції 
від всіх зварних швів. 

Узагальнене представлення функції усад-
ки як тензорної функції. Представимо функцію 
усадки як тензор пластичних деформацій:
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ки осі Х і Y є головними осями для повздовжньо-

го та поперечного направлення зварних з’єднань, 
p p p
zz xx yy( )ε = − ε + ε  з умови збереження об’єму. Якщо 

вздовж зварного з’єднання функція усадки постійна, 
тоді Π = ε p

xx xx( y,z ), Π = ε p
yy yy ( y,z ).

Постановка задачі визначення деформа-
ції циліндричної оболонки на основі тензорної 
функції усадки. У циліндричній системі коорди-
нат тензор повних деформацій ijε  у зварній обо-
лонці буде визначатися сумою тензора пружних 
деформацій e

ijε  і тензора функції усадки ijΠ :

	 , ( , , , )e
ij ij ij i j r zε = ε + Π = β .	 (2)

Компоненти тензора ijε  виражаються в кожній 
точці (r, β, z) оболонки трьома компонентами век-
тору переміщень Ui (співвідношення Коші) [10]:
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а також один з одним рівняннями сумісності де-
формацій. На граничних поверхнях величини пе-
реміщень Ui визначаються граничними умовами 
першого роду, тобто величинами ΔUr., ΔUβ, ΔUz.

Рівняння сумісності деформацій [10]:
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Рис. 1. Схема деформацій циліндричної ємності з великою 
кількістю повздовжніх і кільцевих зварних з’єднань

Рис. 2. Визначення параметрів функції усадки: а – 3D модель стикового зварного з’єднання пластин обмеженого розміру; б – 
2D модель кільцевого зварного з’єднання
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Компоненти тензора повних деформацій εij у 
рамках пружної постановки задачі пов’язані з тен-
зором напружень σij законом Гука [8]:
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Компоненти тензора напружень пов’язані один 
з одним рівняннями рівноваги [10]: 
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де ρ – густина матеріалу; Fr, Fβ, Fz – компоненти 
масової сили, у розглянутій задачі визначення зва-
рювальних напружень і деформацій у циліндрич-
ній оболонці Fr= Fβ= Fz=0.

Лінійна задача теорії пружності може вирішу-
ватися шляхом переміщень. Із рівнянь узагальне-
ного закону Гука (5) напруження через деформації 
виглядають наступним чином [8]:
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де E – модуль нормальної пружності (модуль 
Юнга); K – модуль об’ємного стиску; G – модуль 
зсуву; ψ – функція стану матеріалу, що враховує 
пластичну течію, для пружної поведінки матеріа-
лу ψ = 0,5G; доданки Yi,j враховують навантажен-
ня циліндричної оболонки додатковими дефор-
маціями від зварювальної усадки (у загальному 
вигляді):
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Для моделювання зварювальних деформацій у 
циліндричній оболонці від кільцевих і поздовжніх 
зварних з’єднань можна задавати такі основні па-
раметри функції усадки: пластичні деформації 
усадки в осьовому Π zz і окружному ββΠ напрям-
ках. Пластичні деформації усадки в радіальному 
напрямку Π rr  (по товщині стінки оболонки) ви-
кликають локальні деформації і помітно не впли-
вають на загальні деформації зварної циліндричної 
оболонки. Дотичними компонентами пластичних 
деформацій усадки , ,rz r zβ βΠ Π Π можна знехтува-
ти, оскільки напрями зварних швів в циліндричній 
оболонці збігаються з поздовжнім і кільцевим на-
прямом циліндричної системи координат.
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Використовуючи співвідношення Коші (3), що 
зв’язують компоненти тензора повних деформацій 
εij з компонентами вектора переміщень Ui, можна 
представити напруження (7) через переміщення:
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Підставимо отримані вирази для компонентів 
тензора напружень в рівняння рівноваги (6):
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Отримана система рівнянь щодо трьох компо-
нентів вектора переміщень Ux, Uβ, Uz довільної 
точки (x, β, z) циліндричної оболонки при наванта-
женні додатковими деформаціями від зварюваль-
ної усадки (складові Yrr, Yββ, Yzz у правій частині 
рівнянь) та граничні умови на поверхні оболонки 
визначають загальну постановку крайової задачі.

Визначення функції усадки для зварних 
з’єднань. Для визначення функції усадки були 
використані методи математичного моделюван-
ня температурних розподілів і напружено-дефор-
мованого стану стикового з’єднання пластин при 
зварювальному нагріві. 

Особливістю розробленої моделі джерела на-
гріву при ЗТП є тепловиділення за рахунок тер-
тя інструменту відносно матеріалу з’єднання [6]. 
Інструмент (рис. 3) обертається навколо верти-
кальної осі з певною кутовою швидкістю ω, об/с 
і притискається до пластин з осьовим розподіле-
ним зусиллям Pn, Па, що викликає на поверхні 
контакту інструменту тепловий потік у матеріал 
з’єднання:

	
n

T P r
n

∂
λ = µ ⋅ ⋅ ω⋅

∂
, (Вт/м2); 

	
ì ù ,n

s

Q P rdSπ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∫∫ 	 (12)

де μ – коефіцієнт тертя, значення якого може бути 
прийняте постійним на рівні 0,3…0,4 або змінним 
в залежності від температури [11], Q – потужність 
тепловиділення, Вт, S – площа відповідних повер-
хонь контакту, 3 3

1 2 12 3 ( )nQ P R R= π µ ⋅ ⋅ ω⋅ −  на 
плечі (z = δ, R1>r>R2), 

2
2 12 nQ P R h= π ⋅µ ⋅ ⋅ ω⋅ ⋅  

на бічній поверхні штиря (r = R1, δ–h>z>δ), 
3

3 12 3 nQ P R= π ⋅µ ⋅ ⋅ ω⋅  на нижній торцевій по-
верхні штиря (z = δ–h, 0>r>R1), δ – товщина зва-
рюваних пластин, м, h – довжина штиря, м. По-
тужність об’ємного тепловиділення W(x,y,z,t), Вт/м3 
складається з тепловиділення в об’ємі V1 на верх-
ній поверхні пластин з’єднання під плечем інстру-

менту та в об’ємі штиря V2 ( dz – розмір скінчен-
ного елементу): 

	

2 31
1 2

1 2
2 2
2 2 1 1 1

2 1

( , , , )

2 ( ) 2
3( ) 3

n n

Q QQW x y z t W W
V V

P R R R R P Rh
R R dz h

+
= + = + =

µ ω + + µ ω  = + + + δ −  
. 	(13)

Модель термопластичного деформування ма-
теріалу зварного з’єднання передбачає, що тензор 
загальних деформацій є сумою пружних і пластич-
них деформацій [8]:

	 , e p
ij ij ijε = ε + ε

де ( ) ( , , , )
2

  ij ije
ij ij K i j x y z

G
σ − δ σ

ε = + δ σ + ϕ = 	 (14)

де ijδ  – символ Кронекера, σ − кульовий тензор, 
G −  модуль зсуву, K − модуль об’ємного сти-
ску, E – модуль Юнга, ν – коефіцієнт Пуассона, 

0( )T Tϕ = α − , де α – коефіцієнт відносного тем-
пературного подовження матеріалу. Пластичні 
деформації пов’язані з напруженнями рівнянням 
теорії пластичної неізотермічної течії (умовою 
Мізеса) [8].

Результати розрахунку залишкових напру-
жень і пластичних деформацій. Проведено ва-
лідацію розрахункової моделі визначення залиш-
кових напружень і деформацій при ЗТП пластин 

Рис. 3. Схема робочого інструменту та пластин з’єднання при 
ЗТП

Рис. 4. Теплофізичні (а) і механічні (б) властивості алюмінієвого сплаву (Al-6,5%Cu)
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із алюмінієвого сплаву (Al-6,5%Cu) шляхом по-
рівняння результатів розрахунку за залишкови-
ми напруженнями з даними експериментальних 
вимірювань. Розрахункові залишкові повздовжні 
напруження при ЗТП стикового з’єднання алю-
мінієвого сплаву завтовшки 10 мм були визначені 
в результаті вирішення задачі термопластичності 
для 3D моделі стикового зварного з’єднання плас-
тин обмеженого розміру 300×300 мм (рис. 2, а). 
Теплофізичні та механічні властивості алюмініє-
вого сплаву в залежності від температури наведе-
но на рис. 4 [9]. Параметри ЗТП: R2 = 10 мм, R1 = 5 
мм, ω = 700 об/хв, Pn = 70 МПа, лінійна швидкість 
зварювання 160 мм/хв. Максимальна розрахункова 
температура при заданих параметрах ЗТП не пере-
вищує 470 °С (рис. 5).

Експериментальне вимірювання розподілу за-
лишкових напружень проводили на зразках сти-
кових з’єднань, виконаних ЗТП, методом пов-
ного розрізання на темплети та вимірювання 
пружних деформацій за допомогою механічного 
деформометра. 

Характер розподілу розрахункових залишко-
вих напружень близький до експериментального 
(рис. 6). Максимальний рівень розрахункових роз-
тягувальних напружень (до 200 МПа) трохи пере-
вищує експериментальні значення (до 180 МПа). 
У центрі зварного з’єднання є зона суттєвого зни-
ження розтягувальних повздовжніх напружень, що 
пов’язано з ефектом розміцнення алюмінієвого 
сплаву. Також для експериментальних і розрахун-
кових даних характерною є значна різниця між на-

пруженнями на верхній і нижній поверхнях звар-
ного з’єднання — на нижній поверхні залишкові 
повздовжні напруження вищі. 

Оцінка похибки розрахункових даних показує, 
що в зоні розтягувальних напружень (3 центральні 
точки, від –16 до +16 мм від осі з’єднання) серед-
ньоквадратичне відхилення від експерименталь-
них значень на нижній поверхні зразка складає 21 
%, а на верхній поверхні — до 31 %. Така похибка 
може прийматися задовільною, враховуючи склад-
ний характер розподілу залишкових напружень.

Отримано результати розподілів залишко-
вих повздовжніх ( , )p

xx xx y zΠ = ε  і поперечних 

( , )p
yy yy y zΠ = ε  пластичних деформацій при 

ЗТП (рис. 7). Треба зазначити, що поперечна та 
повздовжня пластичні деформації на верхній по-
верхні зварної пластини приблизно на 25 % вищі 
за абсолютною величиною за такі на нижній по-

Рис. 5. Максимальна розрахункова температура при ЗТП стикового з’єднання

Рис. 6. Розподіл залишкових повздовжніх напружень

Рис. 7. Результати розрахунку розподілу поздовжніх (а) і поперечних (б) пластичних деформацій для стикових зварних з’єд-
нань у моделі ЗТП пластини (300×300 мм, δ = 10 мм)
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верхні. Це зумовлено нерівномірним розподі-
лом максимальної температури по товщині звар-
ного з’єднання. Також необхідно зазначити, що 
поперечні пластичні деформації за абсолютною 
величиною приблизно у п’ять разів вище, ніж 
повздовжні, але зона утворення повздовжніх плас-
тичних деформацій в 1,5…2 рази ширше. 

Результати моделювання зварюваль-
них деформацій. Отримані розподіли залиш-

кових повздовжніх ( , )p
xx xx y zΠ = ε  і поперечних 

( , )p
yy yy y zΠ = ε  пластичних деформацій викорис-

товувалися при прогнозуванні за методом функ-
ції усадки (2) загальних деформацій довгої ци-
ліндричної оболонки (рис. 8, а, 2R = 3200 мм, 
L = 6000 мм, δ = 10 мм), яка містить шість поздов-
жніх і п’ять кільцевих зварних з’єднань (коорди-

нати розташування кільцевих зварних з’єднань z 
= 1, 2, 3, 4, 5 м, повздовжніх зварних стиків β = 0, 
±755 мм). Розв’язок рішення за переміщеннями 
точок поверхні циліндричної оболонки отримано 
методом скінченних елементів на повнорозмірній 
моделі для кожного зварного з’єднання окремо, а 
потім загальні переміщення додавались за прин-
ципом суперпозиції.

Наявність великої кількості кільцевих з’єднань 
призводить до накопичення по довжині оболон-
ки осьових (поздовжніх) переміщень Uz (рис. 8, 
в, г). Решта компонентів деформацій: окружні пе-
реміщення Uβ (поперечна усадка) (рис. 8, б) і ра-
діальний прогин Ur (рис. 8, д, е) мають складний 
локальний характер розподілу. Цей приклад де-
монструє ефективність розробленого розрахунко-
вого алгоритму при прогнозуванні зварювальних 

Рис. 8. Зварювальні деформації циліндричної оболонки: а – схема розташування зварних швів; б – переміщення Uβ (поперечна 
усадка) уздовж кола в середньому перерізі зварного шва; в – переміщення Uz уздовж осі шва; г – переміщення Uz уздовж кола 
в різних перерізах уздовж довжини оболонки; д – радіальний прогин Ur уздовж осі шва, е – радіальний прогин Ur уздовж кола 
в різних перерізах уздовж довжини оболонки
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деформацій великогабаритних циліндричних обо-
лонок з великою кількістю зварних з’єднань на ос-
нові наближеного методу функції усадки.

Розроблені математична модель і розрахунко-
вий алгоритм на основі методу функції усадки мо-
жуть ефективно використовуватись при техноло-
гічній підготовці виготовлення великогабаритних 
циліндричних ємностей із алюмінієвих сплавів 
для оперативного прогнозування напружено-де-
формованого стану. В якості прикладу на рис. 9 
представлені результати прогнозування розподілу 
радіальних переміщень на різних етапах збиран-
ня та монтажного зварювання великогабаритної 
циліндричної ємності. Радіальні переміщення ма-
ють складний характер розподілу, прогини до ≈–3 
мм у зонах кільцевих і повздовжніх зварних з’єд-
нань змінюються вигинами оболонки до ≈1,5 мм 
у проміжках між зварними з’єднаннями. Врахову-
ючи великогабаритні розміри розглянутої зварної 
ємності (діаметр 3200 мм), отримані максимальні 
значення переміщень не є високими, що обумов-
лене низьким рівнем залишкових деформацій при 
ЗТП. 

Висновки

1. Розроблено математичну модель і розрахун-
ковий алгоритм на основі методу функції усадки 
для чисельного визначення зварювальних дефор-
мацій великогабаритних циліндричних оболонок з 
великою кількістю кільцевих і поздовжніх зварних 
з’єднань.

2. Параметри функції усадки зварних з’єднань 
— це пластичні деформації в осьовому zzΠ  та ок-
ружному ββΠ  напрямках, які можуть визначатись 

чисельним шляхом методами термопластичності 
на спрощених моделях повздовжніх і кільцевих 
зварних з’єднань. Також ці моделі дозволяють ви-
значати в зоні з’єднання локальні розподіли мак-
симальних температур зварювального нагріву та 
залишкових напружень.

3. Достовірність математичної моделі визна-
чення залишкових напружень і пластичних дефор-
мацій при ЗТП алюмінієвого сплаву підтверджена 
узгодженням розрахункових даних відносно роз-
поділу залишкових повздовжніх напружень з да-
ними експериментальних вимірювань.

4. Розроблені математичні моделі та розра-
хункові алгоритми можуть ефективно викорис-
товуватись для оперативного прогнозування на-
пружено-деформованого стану при монтажному 
зварюванні великогабаритних циліндричних єм-
ностей із алюмінієвих сплавів.
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MATHEMATICAL MODELING OF OVERALL DISTORTIONS AT WELDING OF 
LARGE-SIZED VESSELS OF ALUMINUM ALLOYS

Tsaryk B.R., Makhnenko O.V.
E.O. Paton Electric Welding Institute of the NAS of Ukraine. 11 Kazymyr Malevych Str., 03150, Kyiv, Ukraine. 

E-mail: makhnenko@paton.kiev.ua 

The problem of calculation prediction of the overall distortions of a large vessel made of aluminum alloy during friction stir 
welding (FSW) is considered. A mathematical model was developed using numerical thermoplasticity analysis for determining 
the stress-strain state during FSW, by the means of which it is possible to obtain residual plastic strains (the inherent strain 
function) for two types of the vessel welded joints (longitudinal and circular). This allows prediction of the overall distortions 
of a large-sized cylindrical vessel with a large number of welded joints by the approximate method of inherent strains within 
the limits of the theory of elasticity. The reliability of the mathematical model for determining the residual stresses and strains at 
FSW of aluminum alloy is confirmed by the agreement of the calculated data on distribution of the residual longitudinal stresses 
with the data of experimental measurements. This can contribute to ensuring the necessary accuracy of predicting the overall 
distortions of large vessels of aluminium alloy accordingly. The developed mathematical models and calculation algorithms 
can be effectively used for operational prediction of the stress-strain state during assembly welding of large-sized cylindrical 
vessels made of aluminum alloys. 11 Ref., 9 Fig.
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