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Математичне моделювання теплових процесів при зварюванні є одним з ефективних методів прогнозування якості 
зварного з’єднання в залежності від технологічних параметрів. Однак для отримання адекватної математичної моделі 
необхідно враховувати цілу низку факторів, які можуть суттєво впливати на точність результатів чисельного аналізу. 
На прикладі задачі математичного моделювання температурних розподілів при зварюванні тертям з перемішуванням 
(ЗТП) стикового з’єднання пластин із магнієвого сплаву МА2-1 (AZ31) різних товщин (2 і 8 мм) проведено розрахункове 
дослідження розподілу максимальних температур і термоциклів в точках на різній відстані від осі зварного з’єднання. 
Було виявлено, що на результати математичного моделювання процесів теплопровідності при зварювальному нагріві 
при ЗТП впливають декілька факторів, серед яких одним із суттєвих є тепловідвід у робочий інструмент та оснащення 
для закріплення. Також для забезпечення точності розрахунку температурних розподілів при ЗТП важливим є вибір оп-
тимальних розмірів моделі стикового з’єднання, щоб уникнути ефекту накопичення тепла в моделі обмеженого розміру, 
і врахування залежності коефіцієнта тертя від температури матеріалу, оскільки його значення визначає потужність 
тепловиділення при ЗТП. За отриманими результатами сформульовано рекомендації щодо проведення математичного 
моделювання теплових процесів при ЗТП легких сплавів. Бібліогр. 12, табл. 4, рис. 11.
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Вступ. На сьогоднішній день математичне мо-
делювання різних фізичних процесів стає потуж-
ним інструментом при розробці нових технологій 
виготовлення та обробки матеріалів, у тому чис-
лі при зварюванні та споріднених технологіях. 
Процедура математичного моделювання темпера-
турних розподілів, механічних властивостей і на-
пружено-деформованого стану матеріалу зварних 
з’єднань регламентується існуючим стандартом 
ISO [1], в якому досить детально сформульова-
но вимоги до підготовки вхідних даних, розробки 
моделі, верифікації і валідації моделі, проведення 
розрахунків, аналізу та представлення результатів 
моделювання. Хоча існуючий стандарт стосуєть-
ся комп’ютерного моделювання дугових процесів 
зварювання, сформульовані в ньому вимоги мо-
жуть бути ефективно використані для інших про-
цесів зварювання, наприклад для зварювання тер-
тям з перемішуванням (ЗТП).

Адекватність математичної скінченно-еле-
ментної моделі й точність отриманих результатів 
аналізу теплових процесів (розподілів темпера-
тури) при ЗТП пластин із магнієвого сплаву зале-
жіть не тільки від моделі джерела нагріву та ви-
бору розміру сітки скінченних елементів, а також 
і від низки інших факторів, наприклад: урахуван-
ня тепловідводу в робочий інструмент і оснащен-

ня для закріплення (притискачі, підкладна плас-
тина), загальних розмірів моделі зразка зварного 
з’єднання, варіації значень теплофізичних власти-
востей основного матеріалу тощо. Зрозуміло, що 
вказані фактори можуть суттєво вплинути на до-
стовірність отриманих результатів скінченно-еле-
ментного аналізу, але визначення міри їх впливу 
на точність результатів розподілів температури й 
термоциклів при ЗТП, як правило, залишається за 
межами представлених у статтях результатів або 
взагалі не проводиться. Урахування в скінчен-
но-елементній моделі зварного з’єднання при ЗТП 
тепловідводу в робочий інструмент і оснащення 
для закріплення зустрічається в обмеженій кіль-
кості праць [2–4]. В основному дослідники вико-
ристовують спрощену модель джерела нагріву без 
моделювання робочого інструменту або не врахо-
вують тепловіддачу в елементи закріплення [3–6].

З метою дослідження впливу вищевказаних 
факторів на характер і величину розподілу мак-
симальних температур при ЗТП легких сплавів, а 
також на параметри термоциклів в точках на різ-
ній відстані від осі зварного з’єднання проведено 
розрахункове дослідження на прикладі задачі ма-
тематичного моделювання температурних розпо-
ділів при ЗТП стикового з’єднання пластин із маг-
нієвого сплаву МА2-1 (AZ31) різних товщин 2 і 
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8 мм. За отриманими результатами сформульова-
ні рекомендації щодо проведення математичного 
моделювання теплових процесів при ЗТП легких 
сплавів.

Математична модель температурних проце-
сів при ЗТП. Для математичного моделювання за-
лишкових напружень при ЗТП алюмінієвого спла-
ву використовувалась розроблена раніше модель 
[7], яка була доповнена врахуванням тепловідводу 
в робочий інструмент і підкладну пластину.

Рівняння теплопровідності при наявності об’єм-
ного тепловиділення з потужністю W(x,y,z,t), Вт/м3:
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де T – температура, ºС; c – питома теплоємність, 
Дж/кг∙ºС; ρ – густина матеріалу, кг/м3; λ – коефі-
цієнт теплопровідності, Вт/(м∙ºС).

Особливістю розробленої моделі джерела на-
гріву при ЗТП являється тепловиділення за раху-
нок тертя інструменту відносно матеріалу з’єднан-
ня. Інструмент обертається навколо вертикальної 
осі з певною кутовою швидкістю ω, об/с, і при-
тискається до пластин з осьовим зусиллям Pn, Па, 
що викликає на поверхні контакту інструменту те-
пловий потік у матеріал з’єднання (рис. 1):
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де μ – коефіцієнт тертя;
 2 2

0 0( ) ( )wr x x v t y y= − − + −  – відстань розгля-
нутої точки контакту від осі обертання робочого 
інструменту (х0+ vwt, у0); vw – лінійна швидкість 
руху інструменту.

Тоді потужність тепловиділення Q, Вт на від-
повідних поверхнях контакту площею S (рис. 1):
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плече (z = δ, R1 < r < R2)
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δ – товщина пластин, що зварюються, м; h – дов-
жина штиря, який входить у матеріал, м.

З метою спрощення моделі потужність об’єм-
ного тепловиділення W(x,y,z,t), Вт/м3 може бути 

промодельована з двох складових. Перша пов’я-
зана з тепловиділенням в об’ємі V1 на верхній по-
верхні пластин з’єднання під плечем інструменту 
(δ – dz < z < δ, R1 < r < R2); dz – розмір скінченного 
елементу, а друга – в об’ємі штиря V2 (δ – h < z < δ, 
0 > r > R1):
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Граничні умови на поверхнях контакту між еле-
ментами з’єднання та робочим інструментом, а та-
кож з підкладною пластиною за рахунок контак-
тної теплопередачі задавалися у вигляді (рис. 2):
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∂
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де qi – тепловий потік на поверхні контакту ін-
струменту та зварного з’єднання (i = 1) та на по-
верхні контакту зварного з’єднання та підкладної 
пластини (i = 2); Ti – температура поверхні інстру-
менту або підкладної пластини відповідно; ki – ко-
ефіцієнт контактної теплопередачі.

Граничні умови на поверхнях елементів з’єд-
нання та робочого інструменту з урахуванням кон-
векційного теплообміну з навколишнім середови-
щем задавалися у вигляді:
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Рис. 1. Схема робочого інструменту при ЗТП
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де qi – тепловий потік на поверхні елементів звар-
ного з’єднання (i = 3) та на поверхні інструменту 
(i = 4); T0 – температура навколишнього середови-
ща; hi – коефіцієнт теплопередачі з поверхні при 
конвекційному теплообміні з навколишнім сере-
довищем (зазвичай в умовах природної конвекції 
на повітрі T0 = 20 ºC, h = 10...20 Вт/(м2·ºC)).

Для проведення математичного моделювання 
процесів теплопереносу при зварювальному на-
гріві необхідні дані щодо теплофізичних власти-
востей основного матеріалу з’єднання в залежно-
сті від температури (табл. 1).

Діапазон температури плавлення [8, 9]: 
Tsol = 605 ºC, Tliq = 630 ºC, питома теплота плавлення 
Qliq = 357 кДж/кг. Коефіцієнт тертя для магнієвих 
сплавів приймається на рівні μ = 0,3…0,4 [3, 6, 9].

Матеріал пластини (розміром 300×300 мм) – 
магнієвий сплав МА2-1 (AZ31). Матеріал робочо-
го інструменту ЗТП (діаметр плеча, що контактує з 
пластиною, 10 мм; діаметр в іншій частині інстру-
менту 20 мм; загальна висота інструменту 50 мм) 
– нержавка сталь. Матеріал підкладної пластини 
(завтовшки 10 мм, завширшки 150 мм) – нержав-
ка сталь. 

Згідно з результатами експериментальних до-
сліджень [10] задавались технологічні параметри 

процесу ЗТП, при яких забезпечувалось якісне 
формування зварного з’єднання пластин завтовш-
ки δ = 2 та 8 мм. Кутова швидкість обертання ро-
бочого інструменту ω = 1420 об/хв, лінійна швид-
кість інструменту vw = 133 мм/хв. 

За експериментальною термограмою проце-
су зварювання, зафіксованою тепловізором, було 
визначено, що на зовнішніх поверхнях пластин 
зварного з’єднання та інструменту при ЗТП тем-
пература не вище за 355 ºС. Згідно з результатами 
математичного моделювання, у зоні контакту ін-
струменту та матеріалу пластин температура буде 
вище (приблизно на рівні 450...600 ºС).

Для пластини завтовшки 2 мм вертикальний 
тиск на інструмент Pn = 28 МПа. Якщо значення 
коефіцієнта тертя прийняти μ = 0,4, тоді сумарна 
потужність джерела нагріву згідно з (4) складає 
W = 1,8·106 Вт/м3. Для пластини завтовшки 8 мм 
вертикальний тиск на інструмент задавали вищим, 
а саме Pn = 55 МПа. Сумарна потужність джерела 
нагріву складає W = 3,5·106 Вт/м3 для забезпечен-
ня максимальної температури нагріву матеріалу не 
нижче за 450 ºC.

Для врахування тепловідводу в моделі зварного 
з’єднання необхідно було, крім створення додатко-
вих моделей робочого інструменту та підкладної 
пластини, задати граничні умови теплопередачі й 
теплообміну з навколишнім середовищем.

Коефіцієнт теплопередачі між інструментом і 
пластиною був прийнятий рівним k1 = 5000 Вт/(м2·ºС). 
Коефіцієнт теплопередачі між пластиною та під-
кладкою k2 = 1000 Вт/(м2·ºС). Коефіцієнт конвек-
ційного теплообміну з поверхні інструменту, який 
обертається з великою швидкістю, був прийнятий 
h1 = 50 Вт/(м2·ºС), а коефіцієнт конвекційного тепло-
обміну з поверхні пластини h2 = 20 Вт/(м2·ºС).

Загальний час розрахунку процесу ЗТП – 37 с, з 
яких перші 13 с робочий інструмент обертається на 
місці для розігріву матеріалу пластини до 450 ºС.

Проведено процедуру вибору розміру скінчен-
но-елементної сітки для моделі визначення розпо-
ділу температур при ЗТП для пластин завтовшки 2 

Рис. 2. Схема теплових потоків при ЗТП

Таблиця 1. Теплофізичні властивості сплаву МА2-1 
(AZ31) [8]

T, ºC α∙106, 1/ºC λ, Вт/(м∙ºC) cp, Дж/(кг∙ºC) ρ, кг/м3

20 24,92 102 1008 1785
100 25,56 107 1042 1775
200 26,48 112 1076 1761
300 27,40 118 1109 1746
400 28,32 123 1143 1730
500 29,25 125 1193 1714

Рис. 3. Скінченно-елементна модель ЗТП, яка містить робо-
чий інструмент, пластину із магнієвого сплаву та підкладну 
пластину
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та 8 мм за умови, що при зменшенні розміру скін-
ченного елементу в 2 рази відносна максимальна 
похибка результатів не повинна перевищувати 5 %. 
З даних, представлених на рис. 4, можна зробити 
висновок, що розмір скінченно-елементної сітки в 
1 мм є оптимальним з точки зору забезпечення не-
обхідної точності результатів та ефективного вико-
ристання комп’ютерних ресурсів.

Вплив тепловіддачі в робочий інструмент і 
оснащення (підкладну пластину). За допомогою 

розробленої скінченно-елементної моделі (рис. 3), 
яка містить пластину з магнієвого сплаву, робо-
чий інструмент і підкладну пластину з нержавкої 
сталі, проведено чисельне дослідження задачі те-
плопровідності під час руху робочого джерела на-
гріву при ЗТП та з урахуванням процесу тепловід-
воду в робочий інструмент і підкладну пластину. 
Визначали характер і величини розподілу макси-
мальних температур при ЗТП пластин, а також па-
раметри термоциклів у точках на різній відстані 
від осі зварного з’єднання (рис. 5).

На рис. 6 наведено розподіл температури при 
ЗТП пластин завтовшки 2 мм з урахуванням та без Рис. 4. Залежність максимальних значень розподілу темпе-

ратури при ЗТП від розміру скінченно-елементної сітки для 
пластин завтовшки δ = 2 і 8 мм

Рис. 5. Схема розташування на зразку зварного з’єднання 
ЗТП точок, в яких визначались термоцикли

Таблиця 2. Максимальні розрахункові температури при ЗТП пластин із магнієвого сплаву МА2-1 у залежності від ура-
хування тепловідводу в робочий інструмент і підкладку

Товщина 
пластини, 

мм

Тепловідвід в 
інструмент і 

підкладку
Без тепловідводу в інструмент Без тепловідводу в підкладку Без тепловідводу в інструмент і 

підкладку

Tmax, ºС Tmax, ºС
Відносне відхилен-

ня (похибка), % Tmax, ºС
Відносне відхилен-

ня (похибка), % Tmax, ºС
Відносне відхилення 

(похибка), %
2 451 559 24 663 47 890 97
8 446 498 12 512 15 540 21

Рис. 6. Розподіл температури при ЗТП пластин завтовшки 
δ = 2 мм із магнієвого сплаву МА2-1: а – з тепловідводом 
в інструмент і підкладну пластину; б – без урахування те-
пловідводу в інструмент; в – без урахування тепловідводу в 
підкладну пластину
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урахування тепловідводу в інструмент і підкладну 
пластину. Видно, що при врахуванні тепловідводу 
нижня частина робочого інструменту досить силь-
но розігрівається (приблизно до 300 ºС), а підклад-
на пластина теж розігрівається, але помітно слаб-
ше (приблизно до 100 ºС).

Представлені на рис. 7 розрахункові результа-
ти за термоциклами при ЗТП в точках на відстані 
від осі шва y = 0; 15; 30 мм для різних варіантів 
урахування тепловідводу показали, що цей фак-
тор є дуже важливим і його неврахування може 
призводити до суттєвої похибки результатів кіне-
тики температур на всіх його стадіях – нагріву й 
охолодження.

При скінченно-елементному аналізі задачі те-
плопровідності при ЗТП пластин із магнієвого 
сплаву неврахування тепловідводу в робочий ін-
струмент та підкладку призводить до суттєвих 
похибок (24 та 47 % відповідно) за значенням 
максимальних температур для тонких пластин зав-
товшки 2 мм (табл. 2).

У випадку зварювання товстих пластин завтов-
шки 8 мм неврахування тепловідводу в робочий 
інструмент і підкладку є вже не настільки критич-
ним та пов’язано з меншими у 2…3 рази похиб-

ками (12 та 15 % відповідно) за значенням макси-
мальних температур (табл. 2). Похибка розрахунку 
в 10…15 % є допустимою, враховуючи можливі 
розбіжності вхідних даних для розрахунку. 

Вплив розмірів моделі зразка зварного з’єд-
нання. Також дуже важливим аспектом чисельно-
го визначення кінетики температурних розподі-
лів при зварюванні є габаритні розміри (ширина 
та довжина) моделі зварного з’єднання, оскільки 
при математичному моделюванні треба визначити 
оптимальні розміри моделі для скорочення часу 
на розрахунок при збереженні достатньої точності 
результатів.

Для визначення впливу варіації розмірів моде-
лі зварного з’єднання проведене порівняння ре-
зультатів математичного моделювання процесів 
теплопровідності при зварювальному нагріві при 
ЗТП для трьох варіантів розмірів моделі: 100×100, 
200×200, 300×300 мм. Розмір скінченно-елемент-
ної сітки для всіх варіантів зберігався згідно з ви-
браними раніше параметрами.

Представлені на рис. 8 розрахункові результати 
за термоциклами при ЗТП в точках на відстані від 
осі шва y = 0; 15; 30 мм для пластин різного роз-
міру показали, що при розмірі моделі стикового 

Рис. 7. Вплив тепловідводу на термоцикли при ЗТП в точках на відстані від осі шва y = 0; 15; 30 мм (пластина розміром 
300×300 мм): а – товщина 2 мм; б – 8

Рис. 8. Термоцикли при ЗТП в точках на відстані від осі шва y = 0; 15; 30 мм для пластин різного розміру 100×100, 200×200, 
300×300 мм: а – товщина 2 мм; б – 8
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з’єднання 100×100 мм спостерігається накопичен-
ня тепла і, відповідно, зайвий розігрів всієї моде-
лі, який призводить до суттєвої похибки результа-
тів термоциклу на всіх його стадіях – нагріву та 
охолодження, особливо для точок, які знаходять-
ся на віддаленні від осі шва. Також цей ефект під-
силюється для пластин більшої товщини (8 мм). 
Отримані результати для розмірів моделі 200×200 
і 300×300 мм є дуже близькими – похибка на рівні 
1...2 %, тому для розглянутого випадку параметрів 
ЗТП можливо використовувати модель із розміра-
ми 200×200 мм. Але у випадку зварювання з ви-
щими значеннями потужності нагріву при ЗТП, а 
також для дугового зварювання оптимальнішим з 
точки зору забезпечення точності результатів тем-
пературного поля буде розмір моделі 300×300 мм.

Вплив варіації значень теплофізичних 
властивостей матеріалу. Як показав аналіз літе-
ратурних даних, стосовно даних щодо теплофізич-
них властивостей в залежності від температури ос-
новного матеріалу зварного з’єднання магнієвого 
сплаву AZ31 (МА2-1) існує помітна різниця в зна-
ченнях цих властивостей (табл. 3, рис. 9) [5, 8, 11].

Таблиця 3. Теплофізичні властивості сплаву МА2-1 (AZ31) [5, 8, 11]

T, ºC λ, Вт/(м·ºC) [5] cp, Дж/(кг∙Сº) [5] λ, Вт/(м·ºC) [11] cp, Дж/(кг·ºC) [11] λ, Вт/(м·ºC) [8] cp, Дж/(кг∙ºC) [8] ρ, кг/м3 [8]

20 96,4 1050 156 1025 102 1008 1785
100 101 1130 153 1072 107 1042 1775
200 105 1170 151 1118 112 1076 1761
300 109 1210 149 1164 118 1109 1746
400 113 1300 147 1209 123 1143 1730
500 120 1360 146 1255 125 1193 1714

Таблиця 4. Залежність коефіцієнта тертя від температури [12]
T, ºC μ

20 0,4
100 0,4
200 0,4
250 0,4
300 0,35
400 0,25
500 0,09

Рис. 9. Залежність питомої теплоємності та теплопровідності магнієвого сплаву AZ31 в залежності від температури за різни-
ми даними [5, 8, 11]

Рис. 10. Термоцикли при ЗТП в точках на відстані від осі шва y = 0; 15; 30 мм і за різними даними теплофізичних властиво-
стей (пластини 300×300 мм): а – товщина 2 мм; б – 8
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Для визначення впливу варіації значень тепло-
фізичних властивостей матеріалу проведене по-
рівняння результатів математичного моделюван-
ня процесів теплопереносу (теплопровідності) 
при зварювальному нагріві при ЗТП для трьох ва-
ріантів значень цих властивостей. Два варіанти 
властивостей взяті з літературних джерел саме для 
сплаву AZ31 (МА2-1), а третій варіант відповідає 
чистому Mg, оскільки у розглянутому сплаві цей 
хімічний елемент складає приблизно 95 %.

На рис. 10 представлені результати розрахун-
ку термоциклів при ЗТП в точках на відстані від 
осі шва y = 0; 15; 30 мм для пластини 300×300 мм 
і за різними даними теплофізичних властивостей. 
Видно, що якщо значення властивостей відрізня-
ються в межах 5 %, як для даних [5, 8], то й похиб-
ка результатів термоциклів не перевищує декіль-
кох відсотків. У випадку значного (від 20 до 50 %) 
відхилення значень коефіцієнта теплопровідно-
сті чистого Mg [11] результати за максимальними 
температурами термоциклів вже мають похибку 
більше 20 %. Тобто варіація значень теплофізич-
них властивостей матеріалу може призводити до 
похибки результатів математичного моделювання 
процесів теплопровідності при зварювальному на-
гріві при ЗТП, але ця похибка відповідає відхилен-
ню значень самих властивостей.

Також досліджувався вплив на результати моде-
лювання розподілів температури при ЗТП пластин 
із магнієвого сплаву залежності коефіцієнта тертя 
від температури. На рис. 11 представлені термоци-
кли при ЗТП пластин розміром 300×300 мм і зав-
товшки δ = 2 та 8 мм в точках на відстані від осі 
шва y = 0; 15; 30 мм за різними даними залежно-
сті коефіцієнта тертя від температури, а саме при 
постійному значенні μ = 0,4 і при залежності μ = 
f(T) (табл. 4) [12]. Згідно з представленими на рис. 
11 термоциклами при постійному значенні коефі-
цієнта тертя отримали вищі значення максималь-
них температур.

Висновки

1. При скінченно-елементному аналізі задачі 
теплопровідності при ЗТП тонких пластин зав-
товшки 2 мм із магнієвого сплаву неврахування 
тепловідводу в робочий інструмент та оснащен-
ня для закріплення призводить до суттєвих похи-
бок за значенням максимальних температур (вище 
40 %), для товстих пластин завтовшки 8 мм ця по-
хибка вже не є такою критичною (до 15 %).

2. При обмеженому розмірі моделі стикового 
з’єднання 100×100 мм спостерігається накопи-
чення тепла та зайвий розігрів всієї моделі, який 
призводить до суттєвої похибки результатів термо-
циклу на всіх його стадіях – нагріву й охолоджен-
ня, особливо для точок, які знаходяться на відда-
ленні від осі шва. Також цей ефект підсилюється 
для пластин більшої товщини (8 мм). Для розгля-
нутого випадку параметрів ЗТП можливо вико-
ристовувати модель з розмірами 200×200 мм для 
визначення розподілів температури, але у випад-
ку зварювання з вищими значеннями потужності 
нагріву оптимальнішим з точки зору забезпечен-
ня точності результатів температурного поля буде 
розмір моделі 300×300 мм.

3. Варіація значень теплофізичних властивос-
тей матеріалу може призводити до похибки ре-
зультатів математичного моделювання процесів 
теплопровідності при зварювальному нагріві при 
ЗТП, але ця похибка, як правило, не перевищує 
відхилення значень самих властивостей. Важли-
вим для забезпечення точності розрахунку темпе-
ратурних розподілів при ЗТП є залежність коефі-
цієнта тертя від температури матеріалу, оскільки 
його значення визначає потужність тепловиділен-
ня при ЗТП.
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MATHEMATICAL MODELING OF THERMAL PROCESSES IN FRICTION STIR 
WELDING OF LIGHT ALLOYS BASED ON MAGNESIUM
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Mathematical modeling of thermal processes in welding is one of the effective methods for predicting the quality of a welded 
joint depending on technological parameters. However, to develop an adequate mathematical model, it is necessary to take into 
account a number of factors that can significantly affect the accuracy of the results of the computational analysis. Using the 
example of the problem of mathematical modeling of temperature distributions in friction stir welding (FSW) of a butt joint of 
plates of magnesium alloy MA2-1 (AZ31) of different thicknesses (2 mm and 8 mm), a computational study of the distribution 
of maximum temperatures and thermal cycles in points at different distances from the welded joint axis was carried out. It was 
found that the results of mathematical modeling of heat conductivity processes during welding heating in FSW are influenced by 
several aspects, among which one of the significant ones is heat dissipation to the working tool and the restraint devices. Also, 
to ensure the accuracy of calculation of temperature distributions during FSW, it is important to choose the optimal dimensions 
of the butt joint model in order to avoid the effect of heat accumulation in a model of a limited size, and to take into account the 
dependence of the friction coefficient on the temperature of the material, since its value determines the power of heat dissipation 
in FSW. Based on the results obtained, recommendations are formulated for conducting mathematical modeling of thermal 
processes in FSW of light alloys. 12 Ref., 4 Tabl., 11 Fig.

Keywords: friction stir welding, temperature distributions, thermal cycles, heat dissipation, work tool, backing plate, 
mathematical modeling, finite element analysis
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