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Розроблено мультимасштабну методику прогнозування напружено-деформованого, пошкодженого та граничного станів 
конструкцій з типових волокнистих композиційних матеріалів. В основу методології покладено комбінацію макромас-
штабних моделей описання стану структурно неоднорідних крихких матеріалів та мезомасштабні підходи контину-
ального моделювання розвитку пошкодженості під дією зовнішнього навантаження. На прикладі великогабаритних 
циліндричних посудин тиску зі скло- та вуглеволоконних композитів досліджено особливості впливу зовнішнього 
навантаження на пошкодженість матеріалу та граничний стан конструкції. Бібліогр. 11, рис. 5.
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Використання композиційних матеріалів при ви-
готовленні конструкцій для потреб аерокосмічної 
галузі, автомобілебудування, будівництва є ефектив-
ним шляхом отримання конструкційних елементів з 
унікальними комбінаціями експлуатаційних власти-
востей. Зокрема, поширення отримали волокнисті 
композити на основі скляних та вуглецевих воло-
кон, які дозволяють досягти високої міцності тон-
костінних конструкцій при їх відносно невеликій 
вазі [1–3]. Але просторова неоднорідність структури 
таких матеріалів зумовлює об’єктивні труднощі при 
проектуванні, експертизі технічного стану та аналі-
зі працездатності реальних конструкційних елемен-
тів, зокрема, великогабаритних. Використання за-
гальноприйнятих підходів, які полягають в оцінці 
ефективних властивостей матеріалу для подальшого 
розгляду його як однорідного, суттєво обмежує коло 
розв’язуваних практично значимих задач. Зокрема, 
відомо, що процес зародження та розвитку дефек-
тності матеріалу є мікроскопічним за своїм масш-
табом, тому для коректної оцінки ступеня пошкод-
женості та врахування докритичної пошкодженості 
при оцінці граничного стану конструкції під дією 
проектного навантаження необхідно враховувати 
особливості структури матеріалу та його опірність 
певному механізму руйнування [4].

Можливості чисельного опису композиційних 
конструкцій в неоднорідній постановці обмежені 
ресурсомісткістю відповідних задач, тому розроб-
ка аналітичних підходів, що дозволяють, з одно-
го боку, врахувати особливості мікроструктурно-
го стану матеріалу при моделюванні, а з іншого 
– розглядати конкретні конструкційні елементи 
без суттєвого спрощення, є актуальною. Тут до-
цільно відокремити методи мультимасштабного 

моделювання, що базуються на сучасних алгорит-
мах скінченно-елементного моделювання склад-
них різномасштабних процесів [5, 6]. Метою цієї 
роботи є розробка методології та чисельних засо-
бів мультимасштабного прогнозування напруже-
но-деформованого, пошкодженого та граничного 
станів конструкцій з типових волокнистих компо-
зиційних матеріалів.

Основною ідеєю розробленої методології є по-
слідовна скінченно-елементна реалізація просте-
ження стану конструкції загалом в однорідному 
анізотропному наближенні (макромасштаб) та ок-
ремо кожної регулярної мезомасштабної області 
в неоднорідному наближенні (мезомасштаб). Це 
дозволяє уникнути надмірних вимог до ресурсів 
засобів обчислення шляхом збільшення швидко-
сті окремого розрахунку. При цьому незалежність 
розрахунків станів окремих мезомасштабних об-
ластей надає широкі можливості до використання 
алгоритмів паралельного обчислення відповідних 
крайових задач з метою суттєвого зменшення часу 
проведення чисельних експериментів [7]. Зв’язок 
між рівнями реалізується шляхом передачі певно-
го обсягу розрахункових даних, а саме деформова-
ного стану та докритичного пошкодження (рис. 1).

Для комп’ютерної реалізації даного підходу 
використовувались методи скінченно-елементно-
го моделювання на основі восьмивузлових еле-
ментів, а кожний скінченний елемент макрозада-
чі розглядався як регулярна мезообласть, в рамках 
якої ставилась відповідна мезозадача.

Так, макромасштабне наближення вимагає 
використання усереднених фізико-механічних 
властивостей матеріалу в залежності від складу 
двокомпонентного композиту (об’ємного вмісту 
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матеріалу матриці Vm і волокнистого наповнюва-
ча Vf) та властивостей його окремих складників. 
Тут найбільш поширеними є підходи, що базу-
ються на правилі сумішей. Зокрема, для випадку в 
макромасштабі композиційний матеріал розгляда-
ється, як пружний ортотропний, а значення моду-
ля Юнга вздовж і упоперек волокон обчислюється 
згідно з правилом сумішей [8]:
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де Em, Ef – модуль Юнга матеріалу матриці та во-
локон відповідно; ET, EL –модуль Юнга умовно од-
норідного анізотропного композиту вздовж і упо-
перек волокон відповідно.

Для визначення коефіцієнта Пуассона було ви-
користано залежність Уїтні та Райлі в наступному 
формулюванні [9]:
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де νLT, νTL – коефіцієнт Пуассона для напрямків 
вздовж і впоперек волокна відповідно; νm, νf – ко-
ефіцієнт Пуассона матеріалу матриці та волокон 
відповідно.

Граничний стан в конкретному скінченному 
елементі макрозадачі досягається при несприят-
ливій комбінації повздовжніх (відносно напрямку 
волокон) σxx, поперечних σyy та дотичних напру-
жень σxy, що математично визначається, зокрема, 
на основі формули Хофмана [10]:
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де X1, X2, S – константи матеріалу.
В разі, якщо вісі ортотропного композиту не 

співпадають з напрямком силового навантаження, 
константи в (3) можуть бути розраховані наступ-
ним чином:
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 2 2
2 sin cosm sX X X= α + α , (4)

де α – кут між вектором прикладення зусилля та 
напрямком розташування волокон, Xm, Xs – кон-
станти матеріалу, що характеризують граничний 
стан матеріалу при навантаженні впоперек та 
вздовж волокон відповідно.

Результатом скінченно-елементного розв’язан-
ня крайової задачі напружено-деформованого ста-
ну (НДС) конкретної конструкції з композиційного 
матеріалу певного класу є поле деформацій, яке ви-
користовується при аналізі мезостану кожного еле-
мента в якості граничних умов. Шляхом розрахунку 
мезозадачі оцінюється докритична пошкодженість 
матеріалу, яка впливає на макроскопічний НДС, що 
формально враховується передачею величини об’єм-
ної концентрації пошкодження в макрозадачу.

Відомо, що особливістю руйнування компози-
ційних матеріалів є значна дисперсія граничного 
навантаження, яка зумовлена локальною неодно-
рідністю властивостей, природним відхиленням 
структури від ідеальної, набутою під час виготов-
лення пошкодженістю тощо. Тому для описання 
розвитку докритичного пошкодження в матриці 
композиту використовувався статистичний підхід, 
що базується на функції розподілу Вейбула:
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де df – приріст об’ємної концентрації пошкоджен-
ня матриці композиту; emax – максимальна локаль-
на деформація; 

0
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η
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, η, ε0, f0 – константи.

В разі, якщо для певного скінченного елемента 
об’ємна концентрація пошкодження f перевищує 
певне критичне значення fcr, вважалося, що цей 
елемент втрачає свою несучу здатність.

Таким чином, з мезомасштабної задачі в 
макромасштабну передається значення сумарної 
пошкодженості F:
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де nst – сумарна кількість елементів, що втра-
тили несучу здатність; N – кількість елементів 
розбиття мезообласті; 

N
Σ  – оператор суми по всіх 

скінченних елементах розбиття мезообласті.
Це кількісне значення F використовується для 

коригування модулів Юнга в макрозадачі згідно з 
наступним співвідношенням:
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F
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−
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Рис. 1. Умовна схема постановки мультимасштабної зада-
чі опису напружено-деформованого та пошкодженого стану 
конструкцій з композиційних матеріалів для розв’язання ха-
рактерних задач експертизи технічного стану
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Крім того, зародження та розвиток докритич-
ного пошкодження зумовлює додаткову складову 
тензора деформацій, а саме:

 3f Fε = ∆ , (8)
де ΔF – приріст F на кожному кроці механічного 
навантаження.

Тензори механічних напружень sij і пружних 
деформацій εij пов’язані між собою узагальненим 
законом Гука, тобто:
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Запропонований алгоритм включає низку кон-
стант матеріалу, що мають бути визначеними на 
основі результатів відповідних лабораторних ви-
пробувань. Для цього в даній роботі було викори-
стано літературні дані експериментальних дослі-
джень граничного навантаження скловолоконних 
та вуглеволоконних композитів (Vm = Vf = 0,5 для 
обох випадків, матриця – епоксидна смола) з різ-
ним напрямком розташування армуючих волокон. 
На основі обробки цих даних було отримано кон-
станти матеріалів, а саме:

– скловолоконний композит: η = 3,2; ε0 = 0,01; 
f0 = 10-5; Xm = 35 МПа; Xs = 350 МПа; S = 18 МПа; 
fcr = 0,15; Em = 2 ГПа; Ef  = 70 МПа;

– вуглеволоконний композит: η = 4,6; ε0 = 0,007; 
f0 = 10-5; Xm = 50,2 МПа; Xs = 1300 МПа; S = 20 МПа; 
fcr = 0,20; Em = 2 МПа; Ef  = 280 ГПа.

Розрахунок було проведено на базі скінчен-
но-елементного розв’язання мультифізичної зада-
чі відповідно до наведеної вище постановки, для 
макрозадачі було використано восьмивузлові еле-

менти з лінійним розміром 0,5 мм, що достатньо 
деталізує просторово різнорідний НДС матеріалу. 
Детально програмні алгоритми розв’язання наве-
дено, зокрема, в [7].

На рис. 2 показано результати порівняння роз-
рахункових значень граничного навантаження 
зразків з експериментальними [11]. З цих даних 
видно в цілому задовільну точність результатів 
прогнозування граничного стану вказаних матері-
алів на основі запропонованої моделі.

Однією з переваг розробленого підходу є мож-
ливість чисельного простеження розвитку до-
критичного пошкодження окремих складників 
композита та врахування впливу характеру їх мезо-
масштабної взаємодії на граничний стан зразків чи 
великогабаритних конструкцій. Так, на рис. 3 по-
казано кінетику накопичення докритичного пошко-
дження f композиційних зразків при навантаженні 
до граничного стану. Нелінійність розвитку об’єм-
ної концентрації несуцільності в перерізі як скло-, 
так і вуглеволоконного зразка викликана, з одного 
боку, поступовим послабленням матеріалу, з іншо-
го, додатковим деформуванням матеріалу в резуль-
таті появи та зростання розподілених порожнин.

Важливим фактором при аналізі технічного 
стану композиційних конструкцій є оцінка впли-

Рис. 2. Залежності напруження руйнування σu зразків з во-
локонного композиційного матеріалу від кута прикладання 
сили відносно напрямку волокон α у порівнянні з результата-
ми лабораторних випробувань [11]

Примітка. Тут і на рис. 3-5: 1 – скловолоконний композит; 2 – вуглеволоконний композит

Рис. 3. Кінетика накопичення об’ємної концентрації f докри-
тичного пошкодження композиційного зразка під дією розтя-
гувального навантаження σxx до граничного стану

Рис. 4. Залежність граничної міцності σu волоконного компо-
зитного зразка (Vf = Vm = 0,5, α = 45º) від початкової обʼємної 
концентрації докритичного пошкодження матеріалу f0
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ву набутої при виготовленні чи довготривалій 
експлуатації пошкодженості матеріалу. В рамках 
запропонованої методології початковий пошко-
джений стан матеріалу характеризується констан-
тою f0 з (5). На рис. 4 показано вплив конкретного 
значення f0 на величину граничного навантажен-
ня зразка з композиційного матеріалу. Вона є ква-
зілінійною, що обумовлено відносно невеликим 
впливом пошкодження на деформований стан на 
початку навантаження та пружного деформуван-
ня, тому це компонент є адитивним.

Стосовно моделювання стану великогабарит-
них конструкцій, було розглянуто циліндричну 
посудину тиску діаметром D = 1200 мм, товщи-
ною стінки t = 3 мм під дією внутрішнього тис-
ку. Характерною особливістю при цьому є вира-
жена двовісність напруженого стану конструкції в 
окружному та осьовому напрямках. Це не суттє-
во змінює якісний вигляд залежності граничного 
тиску в конструкції від кута розташування воло-
кон відносно вісі посудини тиску (рис. 5) в порів-
нянні з результатами досліджень руйнування зраз-
ків при одновісному розтягненні (див. рис. 2), але 
змінює відповідні кількісні показники.

Висновки
1. Розроблено та програмно реалізовано ме-

тодологію мультимасштабного прогнозуван-
ня напружено-деформованого, пошкодженого та 
граничного станів конструкцій з типових волок-
нистих композиційних матеріалів. В основу за-
пропонованого підходу покладено скінченно-еле-
ментну реалізацію простеження стану конструкції 
загалом в однорідному анізотропному наближен-
ні (макромасштаб) та окремо кожної регулярної 
мезомасштабної області в неоднорідному набли-
женні (мезомасштаб). Порівняння результатів 
прогнозування граничного стану зразків зі скло-
волоконного та вуглеволоконного композитів із 
наявними літературними даними показало задо-
вільну точність розробленого підходу.

2. Досліджено особливості докритичного руй-
нування волокнистого матеріалу при одновісному 
навантаженні стандартних зразків. Показано ха-
рактерну нелінійність розвитку об’ємної концен-
трації несуцільності в перерізі композиційного 
зразка, яка зумовлена поступовим послабленням 
та додатковим деформуванням матеріалу в резуль-
таті появи та зростання розподілених порожнин. 
Продемонстровано вплив початкового пошкодже-
ного стану матеріалу на його несучу здатність як 
приклад застосування розробленого підходу для 
оцінки технічного стану конструкцій та компонен-
тів з волоконних композитів.

3. На прикладі циліндричної посудини тис-
ку показано особливості впливу двовісності на-
пруженого стану на граничне навантаження кон-
струкції, зокрема, при зміні орієнтації волокон 
відносно її вісі, в порівнянні з аналогічними за-
лежностями, отриманими для стандартних випро-
бувальних зразків.
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MULTISCALE PROCEDURE OF NUMERICAL ASSESSMENT OF DAMAGE RATE AND 
TECHNICAL STATE OF STRUCTURES FROM FIBROUS MATERIALS 

O.S. Milenin, O.A. Velikoivanenko, G.P. Rozynka, N.I. Pivtorak 

E.O. Paton Electric Welding Institute of NASU. 11 Kazymyr Malevych Str., 03150, Kyiv, Ukraine. E-mail: asmilenin@ukr.net

A multiscale procedure was developed for prediction of stress-strain, damaged and boundary states of structures from typical fibrous 
composite materials. The methodology is based on a combination of macroscale models for describing the state of structurally 
inhomogeneous brittle materials and mesoscale approaches of continuous modeling of damage development under the impact of 
external loading.  The features of the impact of external loading on material damage level and boundary state of structures were 
studied in the case of large-sized cylindrical pressure vessels from glass and carbon fibre-reinforced composites. Ref. 11, Fig. 5.
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Данина пам’яті
4 жовтня 2021 р. у Києві на фасаді Головного корпусу Інституту електрозварювання ім. Є.О. 

Патона Національної академії наук України встановлено оновлену меморіальну дошку видатному 
інженеру, вченому в галузі мостобудування та електрозварювання, академіку, віце-президенту 
Академії наук УРСР, заслуженому діячеві науки УРСР, педагогу, організатору науки та виробництва, 
громадському діячеві – Євгену Оскаровичу Патону.

Є.О. Патон був фундатором нового наукового напрямку – електрозварювання і ініціатором 
широкого впровадження його у зварювальне виробництво. За його ініціативи 1 січня 1934 р. засновано 
перший в світі спеціалізований науковий зварювальний центр – Інститут електрозварювання, ди-
ректором якого він був до кінця життя – 12 серпня 1953 р.

Ідею Е.О. Патона щодо «зустрічі електрозварювання з мостобудуванням», вдало відобразив ав-
тор меморіальної дошки – відомий скульптор С.С. Бєляєв, який багато років співпрацює з Інститутом 
електрозварювання. На меморіальній дошці погляд видатного мостобудівника, всесвітньо відомого 
вченого в галузі електрозварювання, академіка Є.О. Патона спрямований на своє унікальне творіння 
– перший в Європі суцільнозварний міст через Дніпро. Обличчя Євгена Оскаровича передає його 
внутрішню сутність – мудрість, цілеспрямованість та оптимістичний погляд у майбутнє.

Діяльність Євгена Оскаровича Патона – вченого і талановитого інженера, організатора науки і 
виробництва, назавжди залишиться в історії світової науки і техніки.
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