
17ISSN 0235-3474. Техн. діагностика та неруйнівний контроль, 2023, №2

НАУКОВО-ТЕХНІЧНИЙ РОЗДІЛ

УДК 621.314:621.396.66 DOI: https://doi.org/10.37434/tdnk2023.02.02

ВИДІЛЕННЯ ТА АНАЛІЗ ДЕТЕРМІНОВАНОЇ СКЛАДОВОЇ 
ВІБРАЦІЙ МЕТОДОМ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ
Р.М. Юзефович1,2, І.М. Яворський1,3, О.В. Личак1, В.В. Гнатишин2, М.З. Варивода1

1Фізико-механічний інститут ім. Г.В. Карпенка НАН України. 79060, м. Львів, вул. Наукова, 5. 
Е-mail: roman.yuzefovych@gmail.com

2Національний університет «Львівська політехніка». 79013, м. Львів, вул. С. Бандери, 12
3Бидгощська Політехніка. 85796, Польща, м. Бидгощ, алея проф. С. Каліськєго, 7

Розглянуто результати досліджень властивостей оцінки методом найменших квадратів математичного сподівання 
періодично нестаціонарних випадкових процесів як математичної моделі стохастичних вібрацій. Проведено аналіз 
залежностей, що визначають статистичні характеристики оцінки. Наведено приклади аналізу типових процесів. 
Бібліогр. 20, рис. 2.
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Вступ. Для ефективного дослідження власти-
востей механічних і фізичних систем з вико-
ристанням експериментальних даних потрібно, 
насамперед, виявити, проаналізувати та вико-
ристати ті їх характерні особливості, що дадуть 
змогу в повній мірі розв’язати поставлені зада-
чі. Такі особливості визначаються шляхом вико-
ристання відповідних методів аналізу й обробки 
даних. Останні можуть бути розроблені тільки на 
основі обґрунтованих математичних моделей до-
сліджуваних процесів. Вдало вибрані математич-
ні подання реалізацій процесів, що досліджують-
ся, створюють підґрунтя для опису і розуміння їх 
невідомих властивостей. Адекватною моделлю 
вібрацій пошкоджених механізмів, котрим влас-
тиві риси повторюваності та стохастичності, є пе-
ріодично корельовані випадкові процеси (ПКВП) 
[1, 2]. При появі розподілених чи локалізованих 
дефектів несучі гармоніки вібрацій стохастично 
модулюються як за амплітудою, так і за фазою. 
Властивості такої модуляції описуються матема-
тичним сподіванням і кореляційною функцією 
ПКВП, а також їх коефіцієнтами Фур’є.

Підхід до аналізу вібрацій, який ґрунтуєть-
ся на ПКВП-моделях, був вперше нами апро-
бований при аналізі стану підшипникових опор 
турбоагрегатів [3] і показав свою ефективність. 
Даючи змогу з єдиних позицій описати повторю-
ваність і стохастичність, характеристики ПКВП є 
носіями інформації про незнані досі їх властиво-
сті і можуть бути покладені в основу формуван-
ня нових ознак для опису стану об’єктів, що їх 
породжують.
Подальші дослідження [4, 5] показали, що ці оз-
наки можуть використовуватись для виявлення 

дефектів на ранніх стадіях розвитку. В останні 
роки ПКВП-підхід до аналізу нестаціонарних ві-
браційних сигналів і розв’язування на цій основі 
задач діагностики розвивається багатьма вчени-
ми [6–13]. В англомовній літературі, як прави-
ло, розвивається методологія, що ґрунтується 
на результатах W. Gardner [14, 15], H. Hurd [16], 
D. Dehay [17], J. Antoni [18, 19]. Такі нестаціонар-
ні випадкові процеси називають циклостаціонар-
ними [6, 7, 9–11]. Однак повноцінне використан-
ня ПКВП-моделі до аналізу вібраційних сигналів 
стало можливим після розв’язання задачі про ви-
значення періоду нестаціонарності [20], яка є уза-
гальненням на випадок ПКВП задачі про виявлен-
ня прихованих періодичностей. Знання періоду 
нестаціонарності дає можливість обчислити на 
основі експериментальних даних весь комплекс 
характеристик першого й другого порядку – мате-
матичне сподівання, кореляційну функцію, спек-
тральну густину, а також їх коефіцієнти Фур’є.

Важливим завданням при обчисленні цих ха-
рактеристик вібраційних сигналів за експеримен-
тальними даними є оцінка вірогідності отриманих 
результатів. На точність оцінок характеристик, які 
описують структуру стохастичної повторюваності 
сигналів і на основі яких отримуються ознаки для 
виявлення дефектів механізмів, впливають параме-
три обробки, а саме: довжина відрізка реалізації, 
який обробляється, крок дискретизації і точка усі-
чення корелограми. Аналіз точності оцінок залеж-
но від параметрів обробки може бути проведений 
при переході до параметричного опису імовірніс-
ної структури сигналів. З однієї сторони, у цьому 
випадку можуть бути отримані конкретні числові 
результати, з іншої – виходячи з потрібної точності 
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оцінювання можуть бути вибрані саме ті параметри 
обробки, які її забезпечать. Аналізу порівняння точ-
ності оцінок, отриманих за допомогою методу най-
менших квадратів та компонентних оцінок, від ви-
бору параметрів обробки присвячена ця стаття.

Властивості оцінок методу найменших 
квадратів. Математичне сподівання ПКВП 
m(t) = Eξ(t), де E – оператор усереднення за 
густиною імовірності, і кореляційна функція 
( ) ( ) ( ),b t u E t t u= ξ ξ +

 

, ( ) ( ) ( )t t m tξ = ξ −


, є пе-
ріодичними функціями часу t  і тому можуть бути 
подані у вигляді рядів Фур’є:
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де T – період. Метою кореляційного статистично-
го аналізу є оцінювання за експериментальними 
даними функцій m(t) і b(t,u). Для такого оцінюван-
ня використовують когерентний [7] і компонент-
ний [8] методи. Компонентні оцінки визначаються 
через оцінки коефіцієнтів Фур’є відповідних ха-
рактеристик. Для визначення останніх може бути 
використаний метод найменших квадратів.

Даний метод полягає у знаходженні таких зна-
чень цих величин, при яких мінімальними стають 
середньоквадратичні відхилення оцінок:
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Беручи до уваги, що квадратичні форми, побу-
довані на основі других часткових похідних функ-
ціоналів F1 і F2, є достатньо визначеними, точки 
екстремумів знаходять як розв’язки систем ліній-
них рівнянь:
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Після обчислення похідних система рівнянь (4) 
набуває вигляду:
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Розв’язок системи (5) дає оцінки компонентів 
1ˆ −=m mΜ . Якщо θ = NT, то clk = slk = alk = 0, k ≠ 1, а 

ckk = skk = 1/2, akk = 0.
Граничні значення цих величин отримуємо при 

θ → ∞. У такому випадку матриця Μ  (5) стає ді-
агональною, а оцінки компонентів визначаються 
формулами:
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тобто співпадають з компонентними [9].

Оскільки обернена матриця 
[ ]1

T
ikA− =Μ
Μ

, де 

[ ]TikA  – транспонована матриця алгебраїчних до-

повнень елементів ikm  матриці Μ , а Μ  – її ви-
значник, то:
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Математичне сподівання оцінки (9) визнача-
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приходимо до висновку, що оцінки найменших 
квадратів компонентів m0, 
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Для знаходження дисперсії оцінки математично-
го сподівання, враховуючи (7), подамо її у вигляді:
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Тут « » – знак спряження. Тоді:
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де Rmlmr
 – кореляції між випадковими величинами 
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це будуть їх дисперсії: Rmlml = Dml.
Виходячи із співвідношень (6)–(8), маємо:
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Величини Rmlmr
 прямують до нуля при θ → ∞ і 

виконується гранична рівність:
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Остання рівність є достатньою умовою слуш-
ності оцінки найменших квадратів математичного 
сподівання ПКВП.

Оцінки характеристик модульованих сигналів. 
Конкретизуємо отримані результати для випадку, 
коли ξ(t) = ξc(t) cos w0t + ξs(t) sin w0t. Оцінки ˆ cm  і 
ˆ sm  знаходяться як точки мінімуму функціоналу:
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Оцінку математичного сподівання подамо у 
вигляді:
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Очевидно, що:
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Дисперсія компонентної оцінки:
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Дисперсії випадкових величин 1m  і 2m  та їх 
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 ( )
1 0 02

0 0

1 , cos cosmD b t s t t sdtds
θ θ

= − w w
θ ∫ ∫ ,

 ( )
2 0 02

0 0

1 , sin sinmD b t s t t sdtds
θ θ

= − w w
θ ∫ ∫ ,

 ( )
1 2 0 02

0 0

1 , cos sinm mR b t s t t sdtds
θ θ

= − w w
θ ∫ ∫ .

Врахувавши, що:

 ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 2 0, cos 2 sin 2c sb t u B u B u t B u t= + w + w ,
після перетворень у першому наближенні знахо-
димо:

( ) ( ) ( )
1 0 0 2 0 2 0

0

1 1 2 cos cos sin
2

c s
m

uD B u u B u u B u u du
θ
   = − w + w − w   θ θ ∫

,

( ) ( ) ( )
2 0 0 2 0 2 0

0

1 1 2 cos cos sin
2

c s
m

uD B u u B u u B u u du
θ
   = − w − w + w   θ θ ∫

,

( ) ( )
1 2 1 2 0 2 0

0

1 1 sin cos
2

c s
m m m

uR D B u u B u u du
θ
   = − w + w   θ θ ∫  

.

Залежності кореляційних компонентів B0(u) і 
,

2 ( )c sB u  від авто- та взаємокореляційних функцій 
квадратур ξc(t) і ξs(t) мають вигляд:

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
1 cos sin
2 c s csB u R u R u u R u u− = + w + w  ,

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1 cos sin
2

c
c s csB u R u R u u R u u+ = − w + w  ,

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1cos sin
2

s
cs c sB u R u u R u R u u+  = w − − w  .

Тут ( ) ( ) ( ), , ,c s c s c sR u t t u=Εξ ξ +  , а ( )csR u+  і ( )csR u−  
– парна і непарна частини взаємокореляційної 
функції ( ) ( ) ( ), , ,c s c s c sR u t t u=Εξ ξ +  .

Покладемо:

 ( ) c u
c cR u e−α=Α , ( ) s u

s sR u e−α=Α ,  

Рис. 1. Дисперсії оцінки найменших квадратів (1) і компо-
нентної оцінки (2) математичного сподівання від кореляцій-
них компонентів сигналу і довжин відрізка реалізації θ: Ac = 
0,6; As = 0,3; αc = 0,4; αs = 0,4; αcs = 0,2; T = 25

Рис. 2. Дисперсії оцінки найменших квадратів (1) і компо-
нентної оцінки (2) математичного сподівання від кореля-
ційних компонентів сигналу і довжин відрізка реалізації θ: 
Ac = 0,6; As = 0,3; αc = 0,01; αs = 0,01; αcs = 0,005; T = 25)
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 ( ) cs u
cs csR u e−α+ =Α , ( ) 0csR u− =

і обчислимо дисперсії компонентної оцінки та оцін-
ки найменших квадратів для певних параметрів 
цих апроксимацій. Результати обчислень у вигляді 
графічних залежностей дисперсій від довжини реалі-
зації θ показано на рис. 1, 2. Обидва графіки мають 
форму заникаючих осциляцій, при цьому амплітуда 
для оцінки найменших квадратів є більшою. Різниця 
між дисперсією стає більшою, якщо швидкість зани-
кання кореляційних зв’язків зменшується. Однак зна-
чення дисперсій стають все ближчими, коли зростає 
довжина реалізації. Для довжин θ, які є більшими від 
25αT, різницею між ними можна нехтувати.
Висновки

Таким чином, дисперсія оцінки математичного 
сподівання, що отримується за допомогою методу 
найменших квадратів, на відміну від компонент-
ної оцінки є незміщеною для довільних довжин 
відрізка реалізації θ. Це означає, що в цьому ви-
падку відсутній ефект просочування.

Дисперсія оцінки найменших квадратів, як по-
казують результати обчислень, може бути суттєво 
більшою від дисперсії компонентної тільки при об-
робці коротких реалізацій. При цьому різниця між 
ними є більшою для повільно заникаючих кореля-
ційних зв’язків. При великих довжинах реалізацій 
різниця між ними є нехтовно малою.

Наведені властивості оцінки найменших ква-
дратів слід враховувати при обробці сигналів, дов-
жини реалізацій яких містять мале число періодів 
нестаціонарності. Зауважимо, що подібні властиво-
сті має оцінка кореляційної функції (3) у випадку, 
коли оцінки кореляційних компонентів знаходяться 
як розв’язки системи лінійних рівнянь (5).
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The results of investigations by the least squares method of the mathematical expectation of periodically nonstationary random 
processes as a mathematical model of stochastic vibrations are considered. Analysis of the dependencies which determine the 
statistical characteristics of evaluation was performed. Examples of analysis of typical processes are given. 20 Ref., 2 Fig.
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